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CHAPITRB XIV 

UK IMiOlU.hMK l)K LV EONGTLON PliK TUHIU rRICL 


*ill On s<‘ i<»|)|)(‘ll(‘ (|U(‘I (‘si 1(‘ piincipo cl(‘ l<i mrlliode do U 
v<niali(ni (l(‘s < ousl<inl<‘s <[U(‘ nous avons t‘\|)os(‘<‘ au Chapilin IV, 
'^rom(‘ I On <i(l()|)l( (oniuH* \a!i<il)l(‘s in<lc‘p(‘n(ltUilcs I’uu (l(‘s sys- 
U uu‘s (pi(‘ non s avoiis <ipp(‘l<‘s s ) slGtnt^s il(* V(u loblcs 
par 1<‘ syslonn* (l<‘s vaualilcs |j, A, f\ [C/ ii*'** f>b, 5/, 

78,79) 

( )u ai nv< <unsi au\ ( ([ualioii^ [/\ bts) dii n" 93 


(») 



dt] __ 

dK ' dt ’ dt ^ 'dq ’ 

dl _ dV, d^ 

fiJ 77L dU 


Ij(‘s loiK lions l'<\) (‘I onl clc (lidnin s <uix 3() cl sin\»iuls, la 
priumoM* (‘sl lies snnpl<‘, la socoudo csl (O qu’on appellc la jonc- 
tfon pri t u/ b(ft/ 1 ( <* 

Nous avoiis vu au\ ii"" 83 (M 99 epic rcLlc lone Lion pent sc dovc-^ 
lopp(M SOUS l<i loi nu* 

( ^ j jjib 1 A ( os(/nAi -1- A/Xi-i- A) OR, 
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ou et ki sont des entiers, oii A et h dependent seulement des L 
et ou Jlc est un monome entier par rapport aux ^ et aux 
D’apres la m^thode de Lagrange, il faut alors 

I" En premiere approximation, regarder toutes les variables 
kepleriennes comme des constantes, sauf les X qui seront des 
fonctions Im^aires du temps, on aura ainsi 

(vi) L, = L?, ?z==??, = 

On aura d’ailleurs 


Fo 


3± 

2Lf iLf 


n,{L^y=M, 


{CJ n"^82et97) 

2 ° En seconde approximation, rempJacer les variables par leurs 
valeurs (3) dans toutes les d6ri\ees paitielle^ de F^, de sorte que 
les termes des equations (i) ou figurent ces deri\ees deviennent 
des fonctions connues du temps Les equations ( i) s’lntegrent alors 
facilement par quadratures 

3® En troisieme approximation, remplacei dans les derivees de 
F I les vaiiables par leurs valeurs de seconde approximation et inte- 
gier de nouveau les equations (i) par quadratures, et ainsi de 
sui te. 


Gen6ralemenl la seconde approximation suffit Si Ton remplare 
la function F, par son developpement (2 ) et qu’on precede a cette 
seconde approximation, on trouve tout de suite 

Lz — Lj -1-^^ A cos( Ai) 1 -H A2X2 -i- A.) 0 rL, 

■*!/= 'll ^ sin(AiXi-i- A2X2-1- 

^ ^ dri, 


de sorte que le probleme des perturbations planetaiies (au moms 
jusqu a la seconde approximation inclusivement) serait entiere— 
ment r^solu, si Ton connaissait le developpement ( 2 ) 

Or nous avons bien montre que le developpement 1 ^ 2 ) est pos- 
sible, mais nous n avons pas fait voir comment on pouvait effective- 
ment I’obtemr Ce dernier probleme, dont on comprend aisement 
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rimporlaiice, va maintenanL nous occuper, et je veu\ seulementj 
clans ce Cliapitiej montrer sous quelles formes diveises il se pre- 
hente 


2112 Nous dvons vu au Chapitre II que la fonction peiturba- 
Liice poiivaiL ^tre inise sous trois formes difieientes qui sont celle 
(les n'"® 26 el 43, celle des n“® 30 et 38, celle du n'* 44 

Dans c es tiois cas, nous avons d^compos^ la fonction peituiba- 
trice cn deu\ parties, la pat he pi inci/)ale et la pai tie comple- 
mentau e 

\ii n'‘ 38, nous avons ecrit la partie pimcipale sous la forme 


(4) m\ nil. 


-A? 






)'^-\-ix\ — ir, )^-T- ( 




an n^ 43, de meme qu’au n“44, sous la forme 

I 

< 5) — /Hi m4 , ' ■ ; - - " = 

s/(,x\ — v\ )^4- (a?', — — 

II csL aise dc passer d’une de ces expressions a I’autie, elles ne 
dillcicnt en etlet que du premier leime de la parenthese (4) 

Or ce icune ne depend que des coordonnees x\^ de Tune 

(les dcui. [daneles licLives, le de\eloppement pent en etie oblenu 
aiscincnt ainsi cjuc nous le veiions des le Cbapitie prochain 

Passoiis a la parlie complementaiie de la fonction perturbatrice , 
si nous adoptons les variables du iV’ 30, nous avons tiou\^ au 
n*’ 38 Tcxpicssion de cette partie complementaire et nous d\ons 
expose cnsuite, dans le ineme n‘’ 38, comment on pouvait passer 
dll devcloppement de la partie piincipale a celui de la fonction 
pcitiubaUice complele, et, par consequent, a celui de la partie 
complementaiie Nous leviendions siu ce point 

Si nous adoptons au contraire les variables du n** 26, la partie 
complcincntaii c a une expression plus simple et elle s ^crit comme 
nous Favons vu au n° 43 


(6) T, = -^(yiy.+/2r;-H/,r6; 

Si 6iilin ou cidoptc les va.iial)l6b usucll6S) c est— d-dire ccllcs du 
n“ 44, Id paiLie coinpl^menLaue n’est plus la lu^me pour les deui 
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planetes Pour Tune, elle s’^cnt 


(ar'i x\ -I- os\ x\ + *3 r's ), 


et, pour 1’ autre, 

Nous verrons plus lorn que le d 4 veloppeiuent des expressions 
('6'^ fnV ( n ^>js) est tres aise 

^ Le probleme se trouvera done ramene au developpement e 
I’expression (5) et e’est cette quesUon qui nous retiendra le plus 
lonLmps Nous aurons ensmte a voir comment on pent passer d 
ddveloppement de (5) a celui de la partie compl6mentaire sous s 
diverses formes et quelles relations il y a entre les ddveloppements 
des diverses expressions (5), (6), (7), (7 

213 Nous avons defmi au n- §9 quatre systemes de vaiiables 
k^pl^riennes , ce sont 

1 ° Le syst^me des elements ellii>tiques 
a, e, h ^ 

2 ° Le premier systeme d'el^ments canoniques 

L, G, e, h 

3° Le deuxieme systeme d’elements canoniques 
L, pz, A, cOf, 


4“ Le troisieme systeme d’4lements canoniques 

h, ^ \ ’ll 

Selon que Ton adoptera I’lin on I’autre de ces systemes de va- 
riables, le developpement dela fonction peitiirbatrice sera ^videm- 
ment dilFerent Heureusement il esl aisd de passer d’un develop- 
pement a I’autre 

Si Ton adopte I’un des systemes d’dlements canoniques comme 
nous I’avons fait dans tout le Tome I, on a cet avantage que les 
Equations du probleme conservent la forme canonique 
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Cependant less abtionomes emploient plus communement les ek- 
menLb elliptiques Les equations, alors, pei dent leur forme cano- 
mque N<5anmoins, aiiisi que nous ^a^ons expose au n *' 81 les equa- 
tions se picsenteiiL toiijours sous la foime suivante 

Les del n res pai lapport a t des elements elliptiques s’exprime- 
lonl liikaii emcnl a Taide des deinees paitielles de F pai rappoil 
aiix elements elliptiques, les coefficients elant des fonctions con- 
nues des elements elliptiques 

Paiouterai que dans ces coefficients, fonctions connues des ele- 
ments elliptiques, figuieiont seulemenl les ekments 

a, e, i, 0, 


qui sonl des constantes en premiere approximation, tandis que 
ranomalie moyenne /, qui, en pi emiere approximation, vane pro- 
poilionncllement au temps, ne figurera pas 

Les oqualions ainsi obtenues pouiront s’appeler les equations de 


Lcif*! (inge 

Dans lo cas des vaiiables canomques et des equations cano- 
niques, uous n’avoiii. dans le second membre qu’une settle des den- 
vees pailidles de la foncuon F eL die est affectee seulement du 
(oclluionL ±; I ou — i Au conlraiie, dans le cas des \ariables 
ellipuqucs el des equations de Lagiange, nous a>ons, dans le^ 
second numbic, plusieuis denvees pailielles de F et elles sont 
alleiU'Cs dun coetlicienl qui depend lui-meinc des elements ellip- 
luiiics Nous no uaiisciirons pas ici les equations de Lagrange 
nous nous l)0.neions, coiiime au n" 81 , a lenvoyer a TOuNrage de 
Tisseiand (t I, p 187) 

Tout (c que nous avoiis ctabli dans le Tome 1 , en nous semant 
des ecruations canomques, auiait pu evidenimenl dre demontre en 
pailaiU (los oqualions de Lagiange, mais les demonstrations au- 
ra.ent eld foil allongdes pai la longueui des ecritures, sans que 
nen y soil cbaiigd d’essentiel De mdme, dans la pratique du 
calcul, I’emploi des equations canomques epaignerait bien es 
longueui s, luais la dilloience ne commenceiait a deienii tres sen- 
sililc qu’a la lioisicme appioximation, landis qu’on s arrete d 01 
dinaue a la secondc 

()uo. qu’.l en soil, d aiiive que les elements elliptiques etant 
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plus familiers aux astronomes et plus aiiciennement employes, la 
plupait des travaux relatifs au develop pement de la fonction per- 
turbatrice out et^ executes avec ces elements II n’aurait peut-^lre 
pas et^ plus difficile de les faire directement en se servant des 
elements canoniques, si on les avail adoptds tout d’abord Mais 
aiijourd’hui ce serai t ref an e un travail qui a d^ja ete fait une fois 
et il vaut mieux utiliser les r^sultats obteiius par nos devanciers 
Heureuseinent, comme je Tai dit, il est aise de passer du d6ve- 
loppement procedant suivant les elements elhptiques a celui qui 
procMe suivant Pun ou Tautre des systemes d’6]ements cano- 
niques 

Nous ferons pen d’usage du premier systeme d’el^inents cano- 
niques, en effet, si les excentricites et les inclinaisons sont tres 
petites, il arrive que quelques-unes des vaiiables du deuxieme et 
du troisieme systemes canoniques sont 6galement tres petites. La 
mdme chose n’arrive pas avec le premier systeme, qui est ainsi peu 
applicable a des methodes d’ approximation ou la petitesse des 
excentricites et des inclinaisons ]Oue un role capital 
Cest ce qui nous engage a le rejeter 

En revanche, nous serons obliges de consid^rer un autre systeme 
de variables elliptiques 

a, e, £, u, 0, 

*ou I’anomalie moyenne L est remplacee par Tanomalie excen- 
trique u 

L’empJoi de ces variables se pr^te inal a Fmtegration, bien que 
Hansen en ait fait quelque usage En revanche, le developpement 
procedant suivant ces nouvelles variables est beaucoup plus facile 
que celui qui precede suivant les variables elliptiques ordinaires. 
Il est aise de passei de Tun a Tautre et e’est par Tinteim^diaire du 
premier developpement qu’il est le plus commode de parvenir au 
second C’est ce qui justifie P etude detailiee que nous ferons de ce 
premier developpement 

Nous aurons done a etudier quatre developpements de la fonc— 
tion perturbatrice procedant 

i" Suivant les variables 


(B) 


a, e, i. 


^^-6 0 , 
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Suivanl les variables elliptiques 

a, e, li S — ^5 
ou, SI Ton aiine mieux, puisque 


suivanl les variables elliptiques 


(9) 


a, e, t, \ 


Suivanl les vaiiables canoniques 

(,oj P*’ 


4*^ Suivanl les variables canoniques 

(i,) L, Si 

el nous aurons pnncipalement a recbercher co.nmenl on pent 
passei d’un de ces developpements a un aulre 


214 La fonction perturbalnce \a done se deielopper sous la 
forme 


(la) 


cos(4rAi+AiXa)-H^Csin(AiAf-Ai/.t 


al’on adople I’un dea systeraes (9), (JO) et ‘ 

».,era. X "e a. lea lonjUudea «eje„.ea Q.a« “ 

el C, ce .oul des foncuon. des aultes ,ar.aUee c eat-a-due dee 

„le,neale oseulateurs », e. « +«. 9 des d'»\P‘“«'= “ 

dcs T., des o el des co, ou bien encore des L, des ? el des 

Si Ton adoplail les variables ( 9 ), le deieloppemenl se pre.e 

rail sous la iorme 


(.3) 


2b' cos(A, A.u,.) 


od «. el soul les anomalies moyennes el ou 
fonclions des elements 


B' el C' sont des 


a, e, 1 


sr — ^1 ® 
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Le probItoe consiste a deteriximer ces fonctions B, C, B', 
mais on pent l^envisager de bien des noameres 

1“ On p<"ut chercher a d^velopper ces fonctions suivant les 
puissances des e et des 2, si Ton prend les variables (9) , suuant 
celles des p si Ton prend les variables (10), smvant celles des ^ et 
des T, si Ton prend les variables (i i) et envisager separement les 
difl^rents teimes du developpement 

On a alors I’avantage d’obtenir des foiinules analytique& valables 
une lois pour toutes et qiie Ton pent appliquer ensuite a un cas 
parliculier quelconque, pourvu que les excentricit^s et les incli- 
naisons soient assez petites 

La question qui se pose est alors celle des conditions de con- 
vergence de ces ddveloppements et c’est une de celles que nous 
aurons a examiner 

2“ On pent se proposer seiilement de determinei, pour deux 
planetes particuli^res, les valeurs numeriques de ces lonctions et 
de quelques-unes de leurs deriv^es 

Le nombre des termes a calculer se trouve ainsi coiisiderable- 
ment diimnu^, de sorte que le travail est notablement allege, sur- 
tout SI Ton ne doit pas pousser trop loin Tapproximation 

A ce point de vue, la question la plus importante seia de deter- 
miner une limite superieure de cbaque coefficient, afin de laisser 
de cote les termes dont le coefficient serait certamement trop 
petit 

3 ° On peut enfin etudier les proprietes analytiques de ces fonc- 
tions, en vue precisement de faciliter le calcul numerique dont il 
vient d’etre question 

Nousverrons que ces fonctions satisfont a des equations differen- 
tielles hn^aires, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
des L, I et 7j, ou encore des 

t ^ 0 

a, e, tang-, tang^, tang - 

Nous verrons ^galement qu’il y a entre ces fonctions de remar- 
quables relations de recurrence 

21s J’ai dit que ce qui uous arr^terait le plus longtemps, c’est 
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le developpement de la paitie de la loiicLion perLuil)aLnce qiii ebl 
de la foime 


ou 


v/U’ 


Maib nous serons amenes a de\eloppei non seulemenL 


-4=7 inais 
v/D 


encore 


r I 



Voici pouiquoi ]e suppose que les cooidonn^es des planeLes cL, 
pai consequent, D, dependent d une quantite ties petite a (pai 
eveniple re\.cenliicite), et quc nous vouhuns de\eloppei sun ant 
les puissances de celte quantile a 

Soil Do ce que devient D poui 7 = o, et posons 

O = D() — H s 


Nous allons (Faboid cheicliei adeteloppei sun ant les puissances 
de £ et il seia aise ensuite de pa.ssei au de\eloppeinenl suivant les 
puissances de 7, on tiouve ainsi 


1 _ I Cl 3 £2 X 

v/D ~ v/d; “ m 75| ~ 7^ 


On\oitque danii le secund membie fij>uieiilnonseiilemeiil-^) 

vD,, 

mais -rL=- 

/Di 


Ce n’est pas lout Dans les equations cdiionujiies (4 bis) et 
(5 bi6) du n*" {)3, pai exeinple, figment, non pas la foncLion peilui- 
batiire elle-ineine, inais les deinees paiLielles de ceLLe loncLion 

Oi, SI la fonclion pei tui bati ice conlienl un teiine en-!=? la dille- 

* /f-v 


lentiaLion mtiodinia dans ses deiivees un teime cn 

/Di 

Supposons inainlenanL qu^on \cuille pousser au dela do la 
deuYieine appuminalioin les seconds ineinbies de nos equations 
piendionl, coiniiio nous l’a\oiis vii au n‘* 100 (l 1, p la 

foime 
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ou les B seront des d^nvees parti elles de la fonction perturbatnce, 
qui cette fois ne seront plus du premier ordre, mais d’ordre quel- 

conque, ce qui amenera, non plus seulement un Lerme —L=j mais 

v/Di 

des termes en 

v/D« 

VoiU done deux raisons difl^rentes qui nous obligent a etudier 

le d^veloppement de menie temps que celui de 

/D3 /D5 ^/D 

216 Reprenons les formules (la) et consid^rons le developpe- 
ment de B ou de C suivant les puissances des excentriciLes el des 
inclinaisons Soil m le degr^ de Fun quelconque des termes de ce 
developpement 

Nous avons vu au Tome I que m est au moms 6gal a \ — /r 2 ( 

et de m^me parity que | j. 

Or, SI les excenlricit^s et les inclinaisons sont petites, un lerme 
est d’autant plus petit que son degre est plus 6le\6 On aura done 
une bonne approximation de B ou de C en se hornant aux termes 
dont le degr^ est pr^cis^ment — ^ 2 ! L’ensemble des termes 
constituera ce que nous pourions appeler la pai tie pi incipale 
du coefficient B ou C II sera int^ressant de chercher ce que devient 
la fonction perturbatrice quand on reduit chacun des coefficients 
de la formule ( 12 ) a sa partie pnncipale 

Ce que nous venons de dire s’applique encore si, au lieu de 
d(5velopper suivant les puissances des exoentiicite^s et des inclinai- 
sons, on d^veloppe suivant celles des ^ et des 

217 II arrive quelquefois qu’on est oblige, dans la fonction per- 
turbatnoe, de calculer un lerme de degrd 6lev^, sans avoir a cal- 
culer les termes de degre inf^rieur En general, les coefficients des 
divers termes vont en d^croissant tres rapidement a mesuie que le 
degr^ s’^leve, mais il pent arriver qu’un terme dont le coefficient 
est tr^s petit ait n^anmoins une grande importance, parce que Fm- 
tegration mtroduil des petits diviseurs grdee auxquels un petit 
terme produit parfois une perturbation considerable 

Supposons que nous ayons, dans la fonction perturb a ti ice, un 
teime 

B cos(X:i ^'1 ^2^2)7 
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et que les enliers et /c> soient ties grands, mais de telle fagon 
que le rapport — soil voism du lappoit des moyens mouve- 
ments ~ Alors la difference |A^ — /r 2 1 et, par consequent, le 

degie dll terme, seront ires eleves, le coefficient B sera, pai con- 
sequent, ties petit, mais, en revanche, le petit diMseui /^^ /?4 H- A* 2 /i 2 
sera egalement tres petit, de sorte que, finalemenl, la peituibation 
pouira etie tres notable 

Le calcnl exact du coefficnnt B serait alors tres long, parcequ’il 
exigeiait le calcul prealaLle des teimes precedents qui ne sont pas 
diiecteinent utiles On peut I’eviter, en se servant des foimules 
appiochees applicables seulement anx teimes de degre elev^ et 
fondees sui les propiietes des fonctions de ties grands nombres, 
soil que ces foimules donnent d’emblee une approximation suffi- 
sante, soit qu’elles permettent seulement de icconnaitie si le terme 
en question est sensible, et si, par consequent, on doit piendre la 
peine de le calculer exactement 

1218 Nous anions a examiner specialement difleients cas parti- 
culiers, donl les piincipaux sont 

1 " Celui ou les excentiiciles et les inclinaisons sont nulles, 

2 ° Celui ou les excentiicites seulement sont nulles, dans ces 
deux cas, la distinction entie Tanomalie moyenne et I’anomalie 
excentrique et, par consequent, entie les deux de\eloppements ( 12 ) 
et (i3), n’a plus de raison d’etre , 

3° Celui oil les inclinaisons sont nulles 

Vn autre cas jiarluuliei qui ineiiteia noire attention est celui de 
la Lune, lerapjioi L des glands axes elant alors tres petit, on a avan- 
tage a dcvcloppei suivant les puissances de ce rapport, et il en 
ic suite une forme paiticuliere du developpement 

J’ajoute cjLie les theoiies de la Lunc etant tres nombreuses, les 
loimes de develo[)peineiiL qui ont ete pioposees dans le cas de cel 
asLie Ic sont egalement, et nous auions sans doute Toccasion d'en 
dire queJques mots 

1219 Nousavons deja eu I’occasion, ou tie le developpement ( 12 ) 
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qui precede suivant les anomalies moyennes, d’envisager le deve- 
loppement (i3)qui procede suivant les anomalies excentnques 

Ce dernier d^veloppement a ^te employe par Hansen, qui s’est 
aussi servi de d^veloppements piocedant suivant I’anomalie 
excentrique de Pune des planetes et Tanomalie moyenne de 
rautre 

D’autrepart, Gylden a employ^ des ddveloppenients procedant 
suivant les anomalies vraies 

Quand onprend, roinme Pont fail ces astronomes, pour variable 
ind^pendanle Panomalie, soit vraie, soil excentrique, de Pune des 
planetes, on est oblige a certames transformations sou vent assez 
longues et compliqu^es 

En effet, il y a entre les anomalies vraie et excentiique d’une 
plan^te et Panomalie moyenne de cette m^me planete des relations 
assez simples et bien connues D’autre part, les anomalies 
moyennes des deux planetes sont bees par une i elation lineaire 

Au contrane, la relation qm he les deux anomalies excentriques 
(ou bien encore celle qui be les deux anomalies vraies) est com- 
parativement compliquee 

Si done on a d6veloppe la fonction perturbatnee suivant les 
deux anomalies excentriques (ou vraies) et qu’on veuille ensuite 
tout exprimer a Paide de la variable md^pendante qui sera Pano- 
malie excentrique (ou vraie) de Pune des deux planetes, il faiit 
remplacer, dans le ddveloppement, la secoiide anomalie excen— 
tnque (ou vraie) pai son expression en lonction de la premiere, 
et cela donne lieu a des difficultes de calcul dont nous dirons 
quelques mots 

220 Dans les Equations canoniques, ce n’est pas la fonction. 
perturbatnee qui figure directement, mais ses d^rivees partielles 
du premier ordre C’est done le developpement de ces d^nv^es 
qui serait surtout int^ressant 

Quand le developpement de la fonction peiturbatiice est donne 
sous la forme analjtique, et surtout sous la forme d’une sdne pro- 
eddant suivant les puissances des excentricitds et des mchnaisons, 
ou suivant celles des ? et des r,, on passe immddiatement d’un 
developpement k I’autre 

Mais il n’en est pas de m4nie quand on s’est bornd a determiner 
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Id valeur nuinei ique des coefficients, comme nous I’avons e^plique 
au n" 2H, il taut alors recommencer le tidVdil pour chacune des 
d^ii\ee& 

C’est ce qiii a amenc cei tains astronomes a piefeier aux Equa- 
tions canoiiiqiies ou meme a celles de Laglange une autie forme 
d’cquations 11s ont lemaiquc en eflet quo ces deii\ees paitielles 
sont au noinbie de sijl, on pent au contiaire formei des equations 
dans les seconds membres desqiielles figurent, non les i^ix deiivees 
partielles de Ja foiiction pci tuibatiice, mais les ttoiii composantes 
de la force poi LuibaLrice, soit siiivant les trois axes de coordonnees, 
soil suivant le layon vecteui et deux peipendiculaiies a ce layon, 
Tune dans le plan de I’oibite, I’aiitie perpendiculaire a ce plan 
On n’a plus alors a faire que Lrois developpements au lieu de six 

C’est qu’en elfet les six deiivees paitielles ne sont pas indEpen- 
dantes, il j a, enLie elles et la function pertuibatiice elles-m^me, 
cei tames relations, il y en a encoie entie ces deiivees et les trois 
composantes de la foice, prises de Tune des deux manieres que je 
viens de dire 

On pout done se proposei de foimci ces lelations et de inontrer 
comment on peul s’en seivii poui deduiie tons les developpe- 
inents de Tun d entre eux, pai evcinple de celui de la fonction 
pel tuiba Luce 

Celte levue lapide inontic sous combien de faces difleientes 
pent se picsentei le piobleine du developpement de la fonction 
pcitLiibriti ice c[ui va lane Tobjet des Cliapities suivanls 
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221 La premiere chose a faire est d’exprimei les coordonaees 
rectangulaires ou polaires des planetes en fonctions de Tun quel- 
conque des sjslemes d’dldments o&culateurs canomques ou ellip- 
tiques, ddfinis aux n"^ o9 et 213 

Nous avons vu, au n“ 6o et aux numeros suivants, que les coor- 
donnees sont developpables suivautles puissances des ? et des r, et 
nous avons etudid quelques-unes des propiidtes de ces develop- 
pements Mais il y a lieu de pousser cette dtude phis loin et nous 
commencerons par former les ddveloppements des coordonndes en 
fonctions des elements elliptiques 

^ + 9 , 6 , 

Nous supposerons mdme d’abord que Ton a pris pour plan 
des le plan de I’orbite, pour axe des a?, le grand axe, de 
telle fdQon que I’lnclinaison i soit nulle, de menie que la longitude 
du pdribdlie ^^ + 9, et que la longitude inojenne \ soit ^gale 
a I’anomalie moyenne I Dans ces conditions nos coordonnees ne 
dependent plus de la longitude du noeud 9, de sorte que nous 
n avons plus qu k expnmer ces coordonnees en fon< tions de 

e, l = \ 

Dans ces conditions on a en intioduisant ranoinalie excen- 
trique u 




iTi- a(cosM — e), x,= asmu\/i — e-, Xi = o, 

I = u — e smu 


U b’agit maintenant d’expruner a:, el en fonctions de I, mais 
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poul cela noub a\ons besoia de lappelei d’aboid les propn^tes des 
ionctiODb de Bessel donL nous alio us dtie amenes a fane usage 

222 Gonsideions I’expies&ion 

P — £J/ I bin 

Oil j’di icpresente pai E la limite de -h poui 772 = 00 , afm 

d’dvitei toute confusion avec e qui lepidsente re\cenlricUc 

Cette fonction F est une lonction peiiodique de w, dd\eloppable 
d’apics la inethode de Fouiier en sene piocedant suivant les 
e\ponentielles 

ly"*", 

ou 772 est un entiei positif oa negatif Les coefficients sont des 
functions de x, de sorte que je puis eciae 

( j ) * bin ^ ^ ^ 


Les fonclions Jw(jr) s’appellent les fonctions fie Bessel Le 
pieimei inembie de (3) est le piodiiit des deu\ exponentielles 

d’ou, pai multiplication, 

Pom dvon J„,, il fdul cheichei dans le second membre les 
teimes en E"““, c’esl-a-dire fane o = ^ + m Nous irouvons ainsi 


(i) 




/(a-) =2' 


(— i)P 


t(?)" 


P ' P 771 ’ 

Si m est poMlif oil mil, il faiil donnei a ^ les valeuis 
0, I7 , 

el appli(|uei la foimiile en siipposanl 


o' = I ' = I 
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On voit alors que est une foncuon enliere de r, divisible 

par X , la s^rie (4) converge en effet tres rapidement pour toutes 
les valeurs de x 

Si m est ndgatif, il faut donner a p les valeuis 

m, , 

de fagon que x soil positif ou mil Alors est encore une 

lonction enti^re de x divisible cette fois par x~^ 

Observons d’ailleurs que le developpement (4) ne conlienl que 

es tero^s de degr^ pair si m est pair, de degre impair si m est 
impair On a done 

J/«(— a^) = (— a?) 

Si d autre part, dans la forinule (^i), nous changeons en — x 
et u en — elle devient 


£n identifiant les deux d^veloppements (3) et (3 bis) de E‘ 
on trouve ^ \ ^ 

,, = Jw(— a?;, 




J ~m == ( — l)"* J 




d'mdt pZr*‘ 


ou 


223 Differentions Fequation (3) par rapport a «, il vient 
IX cos it E'-* «n « =2 1 ^ E‘">« 


£ ( Ei« - 


. E-»» ; ^ J E,mu. _ ^ 




vient 
(7) 


En identifiant les coefficients de E'™“ dans les deux 


membres il 


= urn 3,^^ 

relation de recurrence entre trois fonctio ns de Bessel 


cons^cutives 
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Diflercntious mainlenaal r(‘([uaLion (.^) par rapport a il 
viendia 

( ^) I sin U W * =:^ ]'„J ( / ) \iifnu 

oil 

ou cn i(l(‘nUlianL les deux meriihies 

* Kn ^ m- 1 — J //M 1 ) 

forimile (|iii porinel do call ulor la ddiivcV do J,,, 

22i Diilcu (uilmas rnamloiiaiil la fonuulo ( j) dcuix (ois par rap- 
port a //, oil l)ien onioro deuv lois par rapport a -t, nous obtien- 
dions aiiisi Ic^s doiix loirmil(‘s 

(lo) — ca saw/ , 2 (os-^// R' » ^ 

(n) — sin^ u R/ =s^ 1{;^ ( ^ ) R//w« 

Ajoiilons inamlorianl los cjualro lorimilos (d), (8), ( 10 ), (n) 
apr(‘s los avoir r<‘sp(‘( livouioul riuih iplii'M^s par 

-H -r, i, , 

^ I c ' i;« -4- / y„t h ( / -5 c/H ) j,„ I R"«« ^ 0 , 

(‘(juatlou di(I(‘r<‘nh(‘llc‘ lru(*air(‘ du s<*t‘ond ot'dro lacjucllo salistail 
la fonc lion (1(‘ liossid 

22.) nicii (|i]<‘ la srrio (4) (onvcr{>(‘ li(‘s raprd(»rncnt pour toules 
los valours do /, il pout y avoir nitcWl a rwhorcdror imo valour 
a[)[)ro( lro(‘ do la (omtioii J,„ pout / Ires {>r<md Nous avoiis pat la 
lotinulo d(‘ Kour M‘f 

/ .ItTt 


il VHUidra 

(rou 

{VJ) 


P — u 


3 



CHAPITUE XV. 


IS 


ou en posant 


(i3) 


Sinz/. : 
+ 1 


rJjn— J 


ti ^ 


V/I -- ^2 


Supposons .r reel, positif et Ires grand. :Vn lieu de faire I’inte- 
gration le long de la droite qui joint le point = — i an 
point s = I, c’est-a-dire en donnant a 5 des valeiirs reelles, nous 
pouvons la faire le long d’un autre chemin ayant inemes extre- 
miles. 

Nous choisirons un chemin tel que la partie imaginaire de o 
soil constainment positive, sauf bien entendii aux deux extre- 
mites s = ±: I . Dans ces conditions i:xz a sa partie reelle nega- 
tive et tres grande, et est Ires petit. Les seules parties du 
chemin d’integralion qui pourront donner des terines sensibles 
sont done les parties voisines des deiix extrernites, parce qu’aux 
extremites, z devient reel et que la partie reelle He ixz devienl 
nulle. 

Mais pres de Fextreniite ^ = i ; nous avons sensiblenient 


2 


v/l — ^2= /2f 


I — .::;. 


Pres de 1 extremite = — i ; nous avons sensiblenient 


-JT 

ll= — - , 






^ = \/v.( I ■ 


Mais il importe de voir quel signe il convient de donner aux 
radicaux. Nous devons supposer que le signe de ^'1—3“ a ele 
choisi de facon que, pour 3 reel et compris entre — i et +1, le 
radical soit reel et positil. Nous pouvons supposer d’autre part 
que le cliemm d’integralion aLoutit a ses deux extrernites dz 1 par 
deux petas seg.uenls de droite de longueur s, perpendioulaires 
a 1 axe des quantiles reelles. Ce sera d’ailleurs les seules parties de 
ce chemin que nous conserverons. 

L’arg..„™, d, ser. al.r. | le loag d„ segment abnulis- 

sant k z= — i e 


4 segment aboiiti 

Le long du premier segment nous pourrous jirendre .1 


IS sant a 


ai'gv/3 + i==^, 
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et le long du second argy^^ — i nous aurons done 


d’ou 

(l 0 = f 


I — ^ 2 — — I^%s/ Z — I > 

I I? i 


^ 1 — SJ > 1 / I - 


'z 1 1- c t 



I -H-S 


"”2 

SPiJ z — \ 


Maib nous pouvons lernplacer les limites siiperieures zhi-j-ez 
des deux mtegrales pai I’lnfini, car nous ajoutons ajnsi aux che- 
nuns d’lntegiation des lignes le long desquelles la partie imagi- 
naire de z est positive et notable de sorte que esL n^gligeable 
Or 


e/o \jz V^\‘>/ 




= 

1 / - 

l-c 

1 

V X 


-h e' 


ou enhn 
(i5) 




V<)>oiis mainlenant ( oinment les liansccndantes de B^sei 
peu\enl etie eiuplojees au developpeinent des cooidonnees du 
mouvenierit ellipLique Consideions rexpoiienlielle 


ou p esL un enlier, e’est une fonction periodique de u et par con- 
sequent aussi une function penodique de I Elle esL done develop- 
pahle en s^rie de Founei sous la foime 


il s’agil de calculei le coefficient la foimule de Fourier nous 
donne 

/ 2 Tr 
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Or 

dl^ dE-mif . dEpf^ = ip dll, ■ 

On trouve done en integrant par parties 

2'tcA,;,i= ~ / du, 

ou a cause de Pequation de Kepler 

2 7 U A//J = ^ ^ E^'^wesinM 

^ ^ evidemment au facteur 271: pres le coefficient 

de E ^ p)i^ dans le developpement de elle est done egale a 


d’ou la formule chercliee 


27rJ„j_^,(7ne), 


(16) 




ou 


ou 


227 . Cette demonstration ne s’applique plus pour m = o et 
d ailleurs la fornaule devient illusoire. On a alors 

/ 2 ti: 

EPi^dl 

. 

2itA(| E#"“(i — eco%u)du 
airAo=^^E/«“— £ liCp+i)f« _ f 

ce qui montre que A„ est eg^al a r pour p^o,k-i pourj, =± i , 
et a 0 pour toutes les autres valeurs de /?. " 

228 . Proposons-nous maintenant de ddvelopper suivant le& 
expoaentielles E-' une fonction p6riodique quelcLque de u 


F(m)= 2 Bp 
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et cle la mettie ainsi sous la forme 

Les prmcipes des deux numeios precedents nous donneronL 
{17) ~ Bp 

pour 0 el 

(18) Alo== Bo — 

pour m = o 

Inutile d’ajoutei qu’en pailant de I’ldentite 

eii y remplacant les Liois exponenLielles pai leuis developpements 
et eii identifiant les deux devcloppements, on arrive k un grand 
noinbre de relations on le piemiei membre est une foncLion de 
Bessel et le second inombie une sciie dont tons les termes sont 
des prodnits de fonctions do Bessel 

2:29 Grace au\ loinuiles (17) et (i<S) du numoro precedent, le 
dc\eloppemcnl d’uiie lon< turn quelc onque de a suivant les puis- 
sances de se (kduit aiseincnl <lii de^cloppenlonl suivant les 
puissances de E*", or la plupail des (onclions intciessanles lola- 
tives au inoiiveincnt ollipLi(|ii(* s’expi irnent lies simpleinent al’aide 
do E”' 

Supposons d’ahoul (pie nous prcuiions pour plan des le 

plan do Torhite cl pom a\e des le grand axe, nous auions 

a: 1 = ( c os a — ~ ae -h ~ -h — E-^“, 

72 = a \/ 1 — sin u = v/ * — I ~ 

= o, 

/ = )/ 7 f'-hrj “ <7(1 — c ( os z/ ) 

L’applicalion des loimules (17) ot (iB) nous donn(‘ 



2a 

avec 

(19) 


CHAPITRE XV 






Ao = -- 


3 e 


A'=o 


Les formules de recurrence (7) 61(9) nous permetteut d’ecrire 


(ao) 


A/rt— 






Nous trouvenons de m^me 

ae^ 


V — CL -4“ ' 


— i; 


J//1 ( ) 


Ew^/ 


Sous le signe lindice m prend toutes les valeurs entieres 

positives et negatives, a I’exception de la valeur o Cette formule 
se deduit immediatement de la relation 


rrs a(i — e^) — ea7j 

Nous pourrions ecrire egalement 

•^1 “i- iiTji 




a 


Sltlu'd 

230 . Reportons-nous mamtenant au n« 63 et aux quantites aue 
..U. J „on. appeldes X .. Y, P.nlZ ’ 

etpar consequent, par application des formules (177 et (,8), 

- f (i - /T^) y g, 

^ im 


2/n 
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On en dddunait le dcveloppemenl de X — «Y en changeanl i 
en _ et par consequent les dcveloppemcnts de X et de Y 

t^uppobons inamtenanl quo nous lappoi Lions aotie sysleine 
a (les axes quelfonques, les quantiles aiixiliaiics X et Y seiont 
loujouis dehnios coniine an n“ 63 el leui developpenienl en fonc- 
Uoii des \aiiables ct^ e Qi I ne cliangeia pa's Quanl aux coordon- 
nces lec tang Li lanes lappoitees aux noineaux axes, elles seiont 
lites a X el Y pai les equations ( 12 ) du n‘’ 63, t I, p 79 
Gcb tonnules peLuenl aussi s’cdire 


( >> ) 


r,= |)cUli( iniag (le \ \ -r f 


I'ai iein|)lace la IclUe i des toi mules du n** 63, qui repie* 
sontail I’lnclinaison, pai la letUe I, aim d’eviter Louie confusion 
avec i = \/ — I , on obtiendrail I'expiebSion de — ir>i en chan- 
gcanl I en — i 

liai idppioclianl It s loi mules [o i) cl ( 22 ) on Liouve 



= a cos- - j ^ lilOh-+0 

jjj/ s-0) 


4 


■ <-/ sm-i - rT’ 


4//? 

•) 


( El £2 J/Z/H-l ) 




4 />f 


J’ai ((III poiii ahicgci £| ( t Ej au lieu dc 1 -H y/ 1 — cl 
(le I — ^/i — Ij’aigumenl des loiielions de Bessel i„i_i et 
osi ('gal a me 

On li oil V(‘ d<‘ nu‘in( 


( > I /;/s ) r 


^rsinl sin ( /a/ H- 

. = siu 4/ H- 7, ; ( £1 1 — ; 

^ > I > ^ ^ /\77l J 


!231 Les (!(' vcloppcimmls obieniis pai la m^lhodc du n*’ 228 ne 
sonl pas les seals que Tou puissc imaginei Supposons par 
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exemple que Pon veuille d^velopper 

dll I 

dl I — eCOSM 


On pourrail ^videmment developper en s4rie de Fourier 

et apphquer ensuite la m^thode du n" 228, inais il y a quelque 
chose de beaucoup plus simple 
Nous avons 

M = / + e sinw, 


ou, en se reportant au developpement de au n° 229 et a la for- 
mule ( 20 ), 

ou, en diff^rentiant, 

Ce developpement nous donne en m6me temps celui de 


I _ \ 

J «(i~-ecosz^) 

Pius gen^ralement, cela nous donne le moyen de 
Gxpressions de la forme 


developper les 


Si, en effet, Ton a 


1 — e cos u 


on aura 


I — eco«id 


iP 


On d^vebppe™ .lors ^ ^ en ser.e pr.cdd.n. .n.vnnt l.s 
Tr“f ? f " “ '*■«'*»«■»• P» rapport a I 

SI ^ ® P^“® avantageuse que celle du n" 228 

SI le ddveloppemeul de F(„) suivant les expoueutielles &!.« est 

plus simple que celu, de p^r exemple .1 se rddu.t 
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a im nombre fini de termes En paiticuliei nous tiomeions les 

1-1 1 cos u sin u I ' 

rl^veloppeinents de — — ? — — ? expressions qiii sont Jiees a cost^ 

et a smp par des relations lindanes (p est I’anomalie Yraie) 

232 Nous poLiirions aussi difl^rentier par lappoit a e, il vient 

, du 

(i — e cos u ) —r~ = u 
de 


Du d^veloppement d’une fonction peiiodique quelconque 
nous deduiions done immediatement ceiui de 


d^ 
' du 


I — e cosu 




ce qui pouira ^tie utile si le developpement de est plus simple 

que celui de sinw^ En paiticuliei on peut calcLilei de cette 
facon 


bln^^ 


qui ne diHeie de ship que pai un facteui constant 

Mais nous pou\ons egalemenl dilleientiei deux ou pi u si ears 
fois pai rappoit a /, ou au conti aiie inte^ier pai rappoit a L 

Pai exemplc les equations du inouvement kepleiien nous 
donnent 


(Ji nous connaissons les developpeiuents des (ooidonnees r^, 
oil le (oefficieiiL dc cliaque teimc ne depend que d’nii nomine fini 
de foiiclions de Bessel, reijuation ( 20 ) nous donneia done celui 

J( ii, chaque terine no dependant que d\in nombre fini de tonc- 

tions de Bessel En particuliei, si nous pienons les axes du n'’229, 
nous connaitions les developpements de 

__ CObP 7*2 _ sin p 


p etant I’anoinalie \iaie 
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Si nous multiplions chacune des Equations (aS) par x, et que 
nous ajoutions, nous trouverons 

(a6) M 

Comme le second terme du premier meinbie de (26) est uiie 

fonction lin^aire de i en vertu de I’equation des forces vives, 

liquation (26) nous apprend qu’il y a une relation Imdaire 
. 1 

entre - et -r^- 
r dl^ 

Or liquation (24) nous donne le developpement de nous 
possddons done celui de d’ou, par une double iiitegiation, 

celui de H Nous avons done les d^veloppements de r, - et ; 
L’dquation de Tellipse en coordonn^es polaires nous donne 

a(i — /»2) 

e cos p = — i i r 

r ’ 

fsrs cosp = <at(i — ^2 

Des ddveloppements de i, r et nous ddduirons done ceux 

de cos(^ et/-icos(; Nous avions d’ailleurs eipliqud plus haul la 
lagon de d^velopper cost^ 

Tousles d^veloppements dont il vient d’etre question sonl tels 
que chaque terme ne ddpend que d’un nombre fini des fonctions 
de Bessel Inutile d’ajouter que, parl’emploi des relations (7), (q) 

et (la), on pent s’arranger pour que chaque terme ne contienne 
plus que 

et 

233 Nous pourrions nous proposer de ddveloppei les coor- 
donnees en fonction des ^l^ments canoniques 

P, 10, 7] 

Si nous nous reportons aiix formules (ad) et (a 3 bis) nous 
verrons qu il suffit pour cela de d^velopper les exponentielles 
les expiessions 

tangs tang^e^O, 

1 2 ’ 


( 27 ) 
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et enliii la fo notion 


Km = 


£l J m — 1 — ^2 J /»-H 


a\m II 


Les exponenlielles E""^ sont diiectoinunl expiinK^es pai les eld- 
menlb ranoni({iies, les e\piessions (2^) so r^duisenL lespccli- 
vemcnt a 

,,>L— >, 5 l— p. (? 5 ±lT, 2 p Ci ±lr\l 

F ’ ITi * .1 sn. n * r~t TT T" 


eii fdisani ab^tiac Uon <lo fac lours coiislaiiLs 

Quanl a K„, il csL do\ cloppable suivanl les puissanoes ciois- 
sanles do 



ol lo (levelopjioinoiii se (U duiL aisement d( colui des fonclions de 
Bessd k niiisisLoiai pas dd\anLage sui cos points, mo bornaiiL 
d ioiiM)>( 1 aii\ 11^*^ a 69 (lu Touk 


Nous ()bsoi\( ions inainLonanl qii< si o ( si li(‘s politic pi(‘- 
inioi Ifiiiu do ( li<i(|U( l()i\( lion d(‘ B(‘ss(d soia plus < onsidoiablo 
(pie lous les aulios Nous pouiious nous hoi iioi alois a ce teuno 
SI nous nous pla< ons au poinl do mio du n'‘ 1216 Eii paitaiit diis 
ioTinuks (i()) <‘l iciiipLuanl clia(|ii( lone lion de Bessoi pai son 
d( vidoppi UK 111 , nous hoiuons 


( ^ 8 ) 








I //? ' m - p y- p 


ol on icduis,uil ( liaipio loiK lion d(‘ Bessel a son pKunioi lei me 


( > 


im)' 


y IL ^ \inn/ 

m — /> ' ^ iu \ ? ) p-^m' “ 


Sous 1 <* pM niKU sigiK ^ on doil doimc i a />? loules I(s\al(‘uis 
(iiti('i(‘s l(ll(s (|u< m — p soil posilil oil iiLil, el sous le second 
sign(‘ ^ louU‘s l(‘s Nakuiis udh^s (|u <* — /> soil u(*g<ild 

Mais nous dovoiis obseivoi (pic r.ippiOMination i(dative a\(H" 
laiiLiollo < haciuo lon< lion de Bessel I'sL ainsi i opi < senl(f*e csl d’au- 
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tant plus faible que Pordre de cette fonction est plus elev^ Et en 
effelle rapport du second terme au premier s’6cijt (m — p ^tant 
positif, par exemple) 

V__L_ 

\ J m—p -hi 

II est tres petit si e est tres petit et m fini , mais, quel que soil e, 
il crott mdefimment avec w Pour les termes d’ordre un pen eleve, 
on obtiendrait unebien meilleure approximation en remplagant les 
fonctions de Bessel par leur valeur approchee du n‘^ 225 


-35 Le d^veloppement (28) et les developpeinents analogues 
precedent suivant les puissances de e et les exponentielles Si 
nous les ordonnons d^ahojd suivant les exponentielles le 

coefficient de chaque terme, etant une fonction de Bessel, pouria 
4tre d^veloppe suivant les puissances de e en une seiie toiijours 
convergente; de plub, des qu’on aura calculi les coefficients des 
diff6rents termes de la s^ne de Fourier, cette sene elle-m^me seia 
toujours convergente 


Avec cette fagon d’ordonner les termes, la convergence est done 
assur^e, mais il n’en est plus de m^me si Ton oidonne d’aboid 
suivant les puissances de e, le coefficient de chaque teime dtant 

ui-m me une fonction de L Nous sommes done ainenes a nous 
poser la question suivante 

Nous avons une fonction quelconque de «, dependant par con- 
sequent de e et de /, nous la developpous selon les puissances de e, 
quel est le layon de convergence de la sene, e’esU-due la valeui 
maximum e |e| pour laquelle la sdrie converge"!* Cette valeui 
pen evi emment de I et je puis la designer par Si alois M 
est la plus petite valeur de =p(/), quand I prend toutes les valeuis 

rielUs possibles, la convergence de la sdne sera assuiee tant que e 
ne surpassera pas M ^ 

Cauch'^ apphquer le theoreme de 

uffitque la fonction cesse d’dtre holomorphe Or nous avons 


d’ou 


^ = u — e sin 

du{i — ecosu) = dl + s.mude. 
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ce qui monlre que u (et ea general loute fonction de u) cesse 
d’etre une lonction eniforme de e et de / pour 

^ ~ cos u 


Ea combinant I’equation (3o) avec celle de Kdpler, on trouve 
(3i) M — tansfit = / 

Les Equations (3o) et (3i) defmissenl e el sa valeur absolue ] e \ 
ea fonction de I et la plus petite des determinations de cette 
valeur absolue est <f{l) 

Remarquons que est le meme en gdneral pour toule fonc- 
tion F(m), il n’y am ait d’exception que si la denvde ^ s’annulait 

precisement pour la valeur de u qui satisfait a I’equation (3i) 
Cela nous permettra de laisonner sur une fonction F(«) quel- 
conque, il nous suffira que la condition d’exception ne soit pas 
remplie 


236 11 s’agit mamtenant de determiner la valeur de I pour 

laquclle <p(/) atteint son minimum M A cel eflet je reprends la 
formule (28) et j’obtiens tn la dillerenliant par rapport a I 


(32) 


^ y (-qP \ E»«' = 4> r /) 

1 — e cos ll ^ \ ^ / 


CetLe ionclion ne se trouve pas dans le cas d’exception signals 
a U fin dll niunero precedent, car, quand on a 


i — e cos w = o, 


bd ddrivee no s’annule pas el devient an contraire mfinie 

Les cciualionb (^o) ct (3i) ne changenL pas quand on y change 
/ eL en c/ Tx, / - 1 - tc, — e, il suit de la que les valeurs cri- 
tiques de 6 qui ( oir espondent a / el a /-1 -tc onl meme valeur 
absolue (f (/) = cp( / -h ^), inaib sonl egaleb et de signe contraire 
Siipposonb done c|ue pom une valour roelle de I et pour une 
valeur quelconque de o quo |’app(‘lle la b(?tie (d2) diveige, il 
en seia de meme quand noiib changer ons /\ en et il en bcra 

encore de incnie do la soinme 
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Considerons, en efiet, ^(l) comme une fonction de e ei de I et 
faisons-y 1= ^ cette fouction presentera un poinl Mn^uber pour 

e = €\ |e' I = )< ej 

et n en aura pas pour ^ =— cai, si Ton change en — e dans les 
Equations (3^o) et (3i), / se (haiige en -n ib / qui est ditFerent de I 
sauf pour ^== ^ 

La fonction -f. tc j presenteia de meme un point singuher 
pour e = e et n'en aura pas pour e = et la soinme 

‘J»( ) -h 4>(/i + r) 

presentera deux points smgulieis e = e', e = -e', et, ces points 
singuliers etant distmcts, lessingularuds coirespondantes ne pour- 
rout se detrmre Done cette soinme divergeia pour e = 

Je puis done dciire 


(J3) = 


i)fi 


/me > „ 

i-) 


}^iml 


oil Ton ne donne a m que des \aleuis pan a 

U r4sulle de ce qm piecede que la sene e, ) diierge 

Passons de cette sene a la siuvante 


oil’onreinplaeel’anoinahe moyenne pai I et I'excentricitd pai i 

multiphe par Id valeur absolue de e, qui esl essentiellemenl i^elle 
el positive 

S, dans le derniei inembre de [’equation (33) nous laisons cette 
substitution, Id wleur absolue de chaque teiine deineurera Id 
4me, mais tons les lermes vont devenu positifs ou tout du moms 
avoir meme argument (en supposant que le nombre p soit pan, ce 

LeT di^nominateur est esLnt.el- 

tement positif, I’argument de (- ,)P est celui de 

I m 

* Ty 

est n„l „ e, ,, .oM purs co.„me „o«s le supposons, c.l„, de 
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beia 

celui de seia 


(m — 

TT 

— m~ 
> 


L’aigument lebultanl seia done 

,37r 


3i 


^oLi eiiLOie — en buppi iinant iin multiple de , il seia done 
constant et mdependant de m et de ^ c q f d 

Si done la sene 'Fi /,) di\eige, d en seia de meme, a foi tioii, 
de — - j donl les teirnes ont meme valeui absolue, mais avec 

un aigiimeiit constant, au lieu d’a\oit un aigument variable 
Done 

<*•('- 

diveiiie, il doit ilonc en ttie amsi au moms de I’une des deux 
senes <I> ^ j ^ ^ j nous venons de voii que 

cp( / -1- tt: ) = cp( /), 

(’esl-a-diie qiu ^>( / -+- t: ) diveige si <!>(/) diverge, et inveisement 
Si done rune dts deux senes diveige, dies diveigent toutes deux 
Done 

‘I’fv 

diveige Dou( 

i«>i > ? fjj 

Oi, tool ( (* qu<‘ nous avoiis sup|)Ose sui e\ c’esl que 

l(*l| >c^(/), 

celle '^(■(oadc nui'alitt' enlraim* done la pmedenle, c’est-a-diie 
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que 


Done le minimum de o (^) a lieu pour / = - 

237 Pour determiner M il faut done dtudier I’equalion 


(34) 


«— tangM = 


ou en posant ^ = s 


(3^ bis) 


£ + COtE = O 


Je me propose de d4montrer que I’dquation (34 bis) ne peut 
avoir que des racines purement imaginaires Posons, en effet, 

ilvient 9 = cosep, 

avec [en tenant compte de (34 iw)] 

I = 

(35J 

j Af 

pour p = o 


^ = ?.aApoui p=i, 
5p 


cause des ^quruTn^'^sHu rette' ^ ° ^ 

(s»— Ef) r 

J«8«« I„ d<,„ fo.cuons , et f , seront 



APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL 


33 


imagmaires conjuguees, leur produit sera essentiellement positif, 
de sorLe qu’il restera 

£2 Bj = o 

Cela ae peut avoir Leu que si est reel Si est leel positif, 
£ est r^el Mais les racines r^elles ne sainaient coovenir a la ques- 
tion, car r^quation ( 3 o) conduirait a une valeui de e plus gianJe 
que I 

Si est reel negatif, e est purement imaginaire II s'agit done 
de rechercher la plus petite racme puiement imagmaiie deFequa- 
tion (34 ou, ce qui revientau meme, en changeant e en «£, la 
plus petite lacine leelle de 

(36) e(E-£ — E-) 4- (E— ; = o , 

on en deduiia la valeur de M par la formule 

On trouve ainsi 

M = 0,66^7, 

cc qui prouve que nos senes convergent toutes les fois que I’e^- 
centricite est inferieiire a 0,6627, Pequalion ( 36 ) n’a d’ailleurs 
qu’une seule lacine positive 




P — II 


i 



CHiPlTRE XVI. 

PROPRIETES GENERALES DE LA EONCTION PEHTURBATKIGE. 


238. 11 s agit maintenant de passer an developpement de la 
fonctlon pertiirbatrice elle-meme et je voadrais exposer d’abord 
quelques considerations geiierales sur la facon dont se pose ce 
probleme. 

All 212 nous avons rappele sous quelles formes di verses se 
presente cette fonction. Nous devons d’abord nous occuper du 
developpement de I’expression (5) du n^" 212 

— nil n il, 

f -P (^5 — )- -t- ( ' 

c est-a-dire de ce qu’on appelle la partle principale de la fonction 
pertiirbatrice; c’esl le probleme le plus difficile, .et, une fois qii’il 
sera rdsolu, le developpement des autres parties de la fonction 
perturbatrice s en deduira presque immediatement. Supposons, 
en effel, qii’on ait developpe cette expression (5) en fonction des 
elements elliptiques osculateiirs de la premiere planete 

Of j, ^1, l-j, /j, 

et de ceux de la second e 


^ )j 

et que I’on ait Irouve ainsi 


(i) 


I 

v/S(.r'j — a-'i )2 


= /(«!, 



(') Cependa.it pour dconorniser les indices- je designerai quelquefois ces dlij- 

meiUs par a, .... 
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Oil f t une fonction des 12 Elements elhptiques oscuIaLeuis On 
en deauii^<i 

^ 57 ,;-!. )' 


/i eurxt Lxn coefficient (onstant quelconque Si, eaeffet, on change 
rii eix /t€:c 1 5 les autres. elements e,, Z(, i?i et 0, ne changeant pas, 
non c[ue Jes Elements osculateiii s de la seconJe planete, les 

coordonnees de L premieie planete, r,, se changeiont en 

h r,, ** n <"elles de la seconde planete ne chan- 

geiortt pas 

Or, n-Otisa\onbMiau n“ 36 que la fonction peitiirbatnce, si I’on 
adoj>ie lei-» vauables dii n® 30, prend la foime 


a%e( 


BDi = a-,^ -H x’; x\^ = 2 r'jS, 


AB^ = 2( r,— 
B(/ = V(^'_ 


ni-i 

/?«! -f- ^7 

ni I H- 




)■ 

j' 


II I (I obtenii les de\< loppemenls de 


I I ] 

ah' bo’ bd 


Or, 


i ci pplu aliuii de la foi mule j nous donne JinmediatenieaL 


AH 


->( 


ntt 


nil H- nil 


«i, < 7 ^, 


B(; = /( a., 


Bl) 


= / ( o, <ti. 


)■ 


Cette cie.ni.K- ox|ness.r.u /^o, ) n(‘ |>eul oviden.mciil 

depend 1 e (pie d( s eh nieiils dc U su (.i.de plauele, oa l’ol>i,eu(l, ,i 
unniecli.it e ineul bi I'ou olisciM (piVlle n’esl duLte dioM' quo 

pie>,sion juUum .« la mm nndi plauele, el cpie nous avoiis appus 
plus ii ci n I <ni 11 “ ^3 1 a dixdoppm - 
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SupposoQS mamtenant que nous ayons adopte, au heu des 
variables du n° 30, celles du n“ 26 ou celles du n" M 11 faudia 
alors d^velopper la partie compldmentaire de la fonction pertui- 
batrice, qui, amsi que nous I’avonsrappeld au n°213, pent piendre 
Tune des trois formes suivantes 


mi m\ 

"BG^ 


7?ii 





Reprenons la formule (a) et deieloppons les deux membres 
suivanl les puissances de A en negligeant les termes en A- et Jes 
termes suivants Eu observant que, avec les variables des n°®26 et 
44, on a 

BC>= 2 a?;* 

et non plus 
il viendra 


I .Sa?,r'4 ,, ^ 




On en d^duit 


(3) 




df 


BG® dui 


£)a]is il faut laire a, = o apres la dilf^rentiation 

dct>i 

On troaverait de m^ine 

(3 hi^) 


__ dj 
AG^ ® da^ 


et ici encore, dans faudiait fane <^2 — 0 apres la dilleieiitia 

dj 


tion 


239 II reste a develop per 


1 A 


11 nous sulfira, pour ratlacher cette expression a la fonction 

us,, • ), 
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de la rattacher aux expressions 

2^1 a?', 'Lx\x^ 

BG3 ' 

bees a / par les relations (3) et (3 bis) 

A cet eflet, je les relierai les ones et les autres a la tonction 

Les Equations du niouveinent Leplerien nous donnent 
d^xy __ Ma?! 

M etant la masse centrale aitirante et i le layon vecteui, ou bien 

Xy MXi 


n dcsignant le moyen mou\ement, et / I’anomalie moyenne 

Nous pouvons appliquer cette foimule a notie seconde plan^te 
fictive piiisque les relations entre les coordonnees de la planete et 
les dements osculateurs sont les m^mes qiie dans le mouvement 
keplcrien d’aprcs la dehmtion m^me des elements osculateurs 
Nous devons done changei 

Xy^ /, /, M 

en 

M 

-7'^, BG, I 2 , n] = —^, M, 

^2 

d’ou 

d-x\ _ 
dl\ “ BG^ 


Nous am ions equations que Ton deduirait de la prec^dente 

en cliangeant ic\ cn x\ ou en ‘Vjoutons ces trois equations 
apu's les avoir multipliees par r', , x\^ il viendia 



r\ 

"2 BG3 ’ 


oil en sc icpoilanL a la lot mule ( >) et en se rappclant que x^^Xy^ 
x\ ne despondent pas do /j, mais seulement des dements oscula- 
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teurs de la premiere planele, 
dll 


= — ai 


df 


da\ 


(4) 

on trouverait de m^me 

(4 to ) 

Occupons-nous mamlenant de I’expresMon 


ofV , df 

dl] ’ da^ 


Cette expression s’lntroduit quand on adopte les vaiiables dii 
n"" 2t), dans ce cas les masses m\ et m\ attribuees aux deux planetes 
ficlives ont pour valeurs 


mi m-i 


7 n 4 m 7 


H- m7 

(c/ n“ 43) , on a alors, dans (e mnuvement keplei len, 

/ft I / ; dx\ , , dd, 

ou bien 
(6) 


dt 




Hi et etant les deux moyens monvements. Les formules (5) ne 
seraient plus vraies dans le mouvement trouble, inais les for— 
mules (6) le seront encore, puisqu’elles expriment une relation 
entre les r , les el les ^l^ments osculateurs et que ces relations 
sont les m^mes dans le mouvement trouble et dans le mouvement 
k^pMnen d apres la definition m^me des elements osculateurs 
On aura done 


(7) S =">».»■ afS;- 

Ainsi se trouve raltach^e a et par la a / 


240 Consid^rons 


maintenant une fonction penodique quel— 
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^9 


coiiqiie 


Fill, u') 


(le'5 deux anomalies exccnlnqiies u et elle peiitse developper 
(*n sene de F'ouriei sous la forme 


(8) 

les p et les p' etant des entiers positiis ou n^gatifs, mais on peat 
aiissi la developper en sfrie de Fouriei piocedaiit suuant les ano- 
malies moyeiines I et I' sous la forme 

11 s’agiL de savoir qtielles lelations il y a entre les coefficients 
(les deux senes (<S) et (9.) Ces coefficients nous sont donnes Pun 
el I’aiitre par des iiitegiales dcfimes 

( 10 ) 47i2Bpp= I J' F dudu‘ 

( I 

( M ) i V, ;/,;/ = y I F K- I ^ dldl 


I^es intcigiales doivent (^tie puses eati(‘ les hinites 0 el 2 tc, 
lanL pout a el it' ([uc poui / et /' 

Nous tianslonneioiis la ioimule (1 1) pai une double inle^iation 
j)ai paiLies 

Nous pouvons pos(*i 

liffiH / I = , 

di fir ’ 

avcc 

<b — !. 1^ i^iul->rnil) 

mm' 


Nous liouvoiis alois, (in inl(‘i;ianl pai parties par rap|)otl a u 


<1, (‘U iriU'f^ianl (Ukok [)ai parlies par rapport a u' <‘L a 



' di dr 


didr=. I j 


V 

dll dll' 


<l> dll dll', 



4o 

il vient done 
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'=// 




du du! 


_ E-n/«/H-w7') du du' 


Or, du c^veloppement de F sous la forme ( 8 ), nous pouirons 
d^duire 


d’ou, en tenant compte de T^quation de K^plei, 

k,nm'=^^^PP'^PP' J J du du\ 


A = (jc? — m)u — m')u'j 
Q = i{ me sin u -h m' e' sin w' ), 


et ou e et e' d^signent bien entendu les deux excentri cites 

Le coefficient de pp’^pp' est une mtdgrale double qiii peuL se 
decomposer en le produit de deux mtegrales simples 




rn)u du J* girn'c'sniJi' du^ ^ 


c’est-a-dire 


4 Tc* J ffi — p n%e ) J m ' — />' ( ^ 6 ) 


Nous avons done la formule 


(I2) 


^mm' — ^pp'^ fn—/}( J m'—p'{^' )? 


lout a fail analogue a la lormule (i 7 ) du Chapitre precedent Cette 
formule est due a M Baillaut 


241 Cette formule se trouve en defaut quand m ou sont 
nuls Mais elle pent dans ce cas etre modifiee et transfoimee en une 
autre analogue a la formule (i 8 ) du Chapitre precedent 
Nous avons 

F(a, u') un^ 

d’autre part nous avons 

E<y.i. =2 ^ j„_p( 
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loriniile dans laquelle on doit, pour 772 = o, remplacer le coel6- 
cient ^ 3m-p par i poui yo = o, pai — ^ poui p = di i , pai o dans 
to US les aiitres cas De m^me on a 

Ev'«' =2 ^ ^ ’ 

avec la m4me convention pour le cas de m'= o 

On en deduit, en lemplacant E'/-" el par ces valeurs dans 

le developpement de F(ii, u), 

F(u, u') ( m' e' ) ' 

^ ^ mm ^ 

Nous leliouNOns ainsi la foiinule (la) poin le cas ou m et m' sont 
dili^renls de /eio Cette formule peut s’eciire sous foime de pro- 
dull symbolique 

^nim = [ 2 ^ ^ ^ [ 2 ^ ^ 1 

en convenant de remplacei le pioduit symbolique par ^pp' 

On ti Olive de m^me sous foime de piodiiits symboliques 

( Ao/// = j^Bo — - ( Bi -h B-i ) j ( J m -p B^ ) . 

fiS) ( A„;i) = ^ ^ 1 1 ) j ? 

I Aoi) = j^Bo — -^(Bi B_,)J I^B;, 

foiinules analogues a la formule ( 18 ) da ChapiLie pr( cedent 

242 Supposons pai exemple qu’il s’agisse de dcveloppci la pai tie 
piincipalo de la function poiluibatiice, c’est-a-dire la function 


du n^ 288 

INous obseivons qut 
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se pr^sente sous ia forme d’un. polynome dii deuxieme degre par 
rapport aux exponentielles 

u ^tant I’anomalie excentnque relative a la piemiere pJanete et 
I’anomalie excentnque relative a la deuxieme plan^te Et, en efiet, 
^ 2 } polynomes du premier degre en E~^*^ 

et ^g, Zq sont des polynomes du premier degre en E^“', E“^“' 
En examinant de plus pres, nous voyons que ce polynome con- 
tiendra seulement un terme tout connu et des termes en 

en tout treize termes Nous dtudierons plus loin ce polynome plus 
en ddtail, mais, pourle moment, obsei\ons que si Ton fait 

X = y = E^"', 

I’expression deviendra un polynome entier du sixieine 

degrd en x tly que Ton peut appeler R(a?, y), d’ou 

H(ir, y) 


La formule (lo), si Ton y fait F = ^, devieiit alors 


(i4) 


=y j 


dx dy 

^0[ yP -t-1 


-II 


dx dy 


xPyP /R(a? y) 


ce qiii montre que Bpp' est exprime par une intdgiale double 
ddfinie dependant de la racine carree du polynome entier R Seule- 
ment les valeurs que Ton doit donner a x et a y sont imaginaires , 
on doit faire varier I’une et Lautre de ces deux variables le long 
d’un cercle de rayon i ayantpour centre I’origine 

On peut aussi exprimer le coefficient par une integrale 
d^finie, mais cette integrale est plus compliquee Nous avons 
trouvd en effet 

/* f* d?" F 

— 4ic*mOT'A.„„„-= I J n du du', 

et I’lnt^grale double peut s’dcnre 




dx dy 
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<)u 12 a le m^me sens cjLi’aii n“ 240 et s’ecnt 


li = i I mefr - y -H 


La clenvee seconde de ^ seiait encore egale a line fonction ration- 

nelle de % et de r divisce pai y/R(jr, y)^ laais il vauL mieux paitir 
direc tement de la ioiniule (i i) en lemarqiianl c|ue 




On Liou\e ainsi 

(1 >) 

avec 



dr dy 

r^nyui y/K'(^;~T) 


/ ^ \ 


r H- - 

I 

\ r ' 

L yJj 


heuleinenl loi I integiale (i 5 ) estbeaiuoup plus compii(|uee ([tie 
PinLegiale (I'l) paicecjae la fonction sous le signe n’esl plus 

(dgebrique, mais (oiitienL I expoiientielle On \oit poui (jiielle 
laison le deN eloppeiuent sunant les anomalies moyenneb esL plus 
( om|)lic|uc ([Lie le di veloppeinentsun ant les anomalies e\centn([iies 


2iH 11 ^ a deux (as pai tic ulieis sur lescjiiels nous leviendions 
plus loin en detail, mais donl |e voiidiais des inaintenaiil due 
quolques mots 

C’esl (1 aboid (elm ou les ex(.( nti icitcs sonL nullcs Dans ce cas 
il n’> a plus a faii(‘ de disLinclions entie les anomalies movennes 
cl les anomalies ex( entiiqiics, et Ton a 12 = o, de plus I’oiigine 
(le C(‘s anomalies deMent aibiliaue et nous pouvons les comptoi 
a pai 111 dc la lignc des mruds Nous Liouvons alois 

=z ?aa\o'^(s 

ou 0 - dcsigne I’anglc des deui layoiis vecteuis, ou bum 

a '^ — > aa' (.os^ o)s(a — ii' ) — >aa' sin^ | tos( a H- //'), 
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1 jr) = a''^)xy-~ aa' cos--(^ -4- y) 

(l6) <’ L 2 

I — aa' sin* -t- i)| 

244 Le second cas est celui ou l^nclmaison mutuelle des deux 
orbites estnulle, on pent alors choisir les axes de coordonnees de 
telle sorte que 

a? j = = o, 

d ou 

A 2 = [( sr \ — a !\) -h -* ^5 )1 [(^1 — O — t ( ^2 — ^5 )] 

Onvoitainsi queR (^5 est le produilde deux polynomes entieis 
du troisieme degT^ 

K{x, / ) = Ri(a?,jK)R2(a?, 7) 

Le premier de ces deux polynom.es Rj(a?, y) contient seulement 
des teimes en 

X Qi y 

Les deux courbes du troisieme degre 

= o, ^2=0 

passent par I’origme et ont des points a I’lnfim communs , elles se 
coupent en outre en 4 points dont il est aise d’mterpreter la signi- 
fication 

A chaque point M de la premiere orbite correspond une valeui 
de u et par consequent une valeur de j?, a chaque point M' de 
la deiixieme orbite correspond une valeur de et par consequent 
une valeur de y L’ Equation R^ = o exprime que la droite MM' a 
pour coefficient angulaire i, Tequalion R 2 =o signifie que MM' 
a pour coefficient angulaire — i 

Les quatre intersections des deux courbes du troisieme degr^ 
Ri=Rj,= o correspondent aux quatre mteisections (generale- 
ment imaginaires) des deux orbites elliptiques 

Si V on suppose que y et par consequent M' soient donnees, 
l’6quationRi = o est une equation du deuxieme degre en x, cela 
s’explique parce que la droite de coefficient angulaire i qui passe 
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par coupe la premiere orbite elliptique en deux points M et Mj . 
Les deux points M et M^ se coiifondent, de sorte que 1 equation 
= o a deux racines egales et que Ton a 


toutes les fois que la droile MM' est tangente a la premieie oibite 
elliptique, cctte tangente a Pellipse ayant pour coefficient angu- 
laire + i passe alois par Fun des deux, foyeis de la deuxieme orbite 
elliptique 

De inline, si la droite MM' passe par Fun des deux foyers de la 
deuxieme orbite elliptique, on a 

Mais les deux ellipses ont un foyer commun qui est Foiigine 
Pour la dioite MM' correspondante, on a 

dy d} ’ 

cc qiii (cn regardant x eV y coinine les coordonn^es lectangiilaues 
d un point dans un plan) montie que la couibe du tioisieine degr6 
R, = 0 ( de inline que la couibe Rj= o) a an point double Pour 
11^ = 0 , ce poinl double est 

e c 

a = , 7 = l==F-y^ 

— ^2 i-i-y/i — e ^ 

et pour Rj = o 

e ^ _ e’ 

i — ^ I— /i — 

215 Nous avons vu au n'‘238 que le calciil dc lapaitic compl^- 
incuLauc de la lonction pei tuibatncc sc d( duisait aisemenl de 
( elui de la pailic piincipalc Mais il y a mieiix a faire, cai le pie- 
ini( I de CCS lalciils est beaucoup plus aise que le second, de sorte 
(|u il csl pitfeiablc dc Ic laiJ(‘ duc( lenient 
Nous avons mi au ii*’ 239 que, si Ton pose 
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les troib formes de la paitie complenientaire, auxquelles on est 
conduit SI Ton adopte les variables des n**® 2H et 44, sont respecti- 
vement proportionnelles aux tiois deri\ees secondei> de W 

Cherchons done a developper W et pour cominencer eludions le 
developpement de suivant lea exponenlielles — ip'u' ^ 

aise d’en dediiire ensinte pai le mojen de la foimule ( 12 ) le 
developpement proc^dant suivant les exponenlielles 

Or x\, x\, x\ sont des polynomes dii piemier degre en 
x\, sont des poljnoines dii pieniier degre en Done 

W est un polynome de pienner degre en E^'“ d’une pai t, en E-^«' 
d’autre part, de soiLe qnc le developpement de W suivant les expo- 
nentielles se composera de neuf teinies seulement 

llresiilte dela que, si Ton applique la forinule ( 12 ) an developpe- 
luent de suivant les exponenlielles chaque coeffi- 

cient Ajum d^pendra seulement d’un nomine fini de ionctions 
de Bessel On pent done, en se seivant des relations de recurience 
entre ces fonclions de Bessel, lamenei ce coefficient a ne plus 
d^pendie que des tianscendantes 

!24f6 Hansen ptend poui variable indeperidante ranoinalie 
excentrique ii de Tune des planetes, siipposoiis alors qu’il ait 
d^velopp6 la function pei turba trice, ou Tune de ses denvees, ou 
Tune des coinposantes de la force pei tuibaliice sous la forme 

nous avons 

t = a — e sm 
r ^ u' e' sin ii' 

D autre part, dans la fonc lion pertui batrice doiit tons les Leiines 
contiennent en facteui la masse peiturbatiice, nous pouvons, en 
neghgeant le carre de cette masse, appliquer les foimules du inou- 
vement kepleiien ^lois L et !' s.ont des lonctions Imeaires du 
temps et sont par consequent bees pai line 1 elation lineaire Teens 

A etant le rapport des mojens inoineinents et s uiie constante 
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J’ai alois 
ou en posant 

el eniin 


/' = Aw — c — Ap bin w, 

Wi = Aw -H 2, 

V = Wi — ke sin w, 


Wi = u ' — e’ sin w'-r- ke siri u 
Ptoposons-nouh de de\elopper F bous la loiiiie 

F= 2 a„"„ 


II viendia 


4 




OU eii integiant pai partieh pai rapport a u^ et a u'^ c’est-a-diie 
coniine si a elait une constante 


Mais 

(I’ou 


Mai*! le prodnil des deux expoaentiellei sous Je signe j" peut 

S C( 111 0 

-/;/’« Jj)— /A/w < sinw —f/i ’« [<J/n t '»iiuf 

On U()u\<‘ done Imaleinenl 


mu-h/n H,) clu' 


(!()') 


A,„,„ \nt p{ — kni't ) I ,^fA/n'i') 


!247 (i)l(l(u (luMclie a deNcloppei la torn tion pei tuibatiice 
non plub en Ioik Liou des anomalies mojennes, m en lonction 
des anomalies ex( (niUi([ues, mais on foncliondes anomalieb viaies 
Si 0 el v' sonl les deux anomalies m dies et qu’on veuille developpei 
la lorn lion F sous la ioiinc 
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les coefficients de la s^rie seront donnes par la formule 





dv dv' 


Si I’on pose E^‘''= jr, cette mtegrale double se transforme 

en une autre ou lafonction sous le sigiie est une fonction ration- 

nelle de de y et de A, et ou A Im-m^me est la racine carr^e 
d’une fonction rationnelle de x et de ^ C’est ce qui arrivait deja 
dans le d^veloppement suivant les anomalies excentriques Les 
deux d^veloppements presen tent done a peu pres le m^me degre de 
difficult^ 

On pourrait cherchei d’ailleurs des formules analogues a la for- 
mule (la) et qui permettraient de passer de I’un a I’autre 

II faut ensuite tout expnmer en fonction de la variable indepen- 
dante choisie qui est Tanomalie vraie de I’ une des planetes Pour 
cela, il faut se livrer k un calcul analogue a celui du numero pre- 
cedent, mais pour lequel il n’existe malheureusement pas de for- 
mule aussi simple 

Nous avons une relation entre I et que je puis ecrire 

I = cp(i;, 6), 


(p(p, e) etant une fonction p^riodique de et de meme 


et enfin 

d’ou, en posant 

(17) 


= e'), 

= /tp -h e, 

= e') — e) 


Il s'agit ensnite, a Taide de I’dquation (17), de deveiopper I’expo- 
nentielle 


en s6rie proeddant suivant les exponentielles 

L’analogie avec le calcul du numero precedent est evidente 
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218 Nous cominenceions pai le cab ou les excentncites sont 
toutes deux nuUes, ainsi que riaclinaison mutuelle des orbiteb 
L’expiebSion A- pi end alois la forme 

- 1 - — 2 aa' cos ( Z — V)^ 

(omine noub Tavons vu au n'’ 243 11 b’agil de de\eloppei 

1 

a’ 

niais nous nc nous l)oincionb pas la, pour les laisons exposeeb au 
n''21S5 oLnoub nous cnoiceions dc calculer le developpement de 
A“-^, >s ulaiil un onlioi impaii quciconque 

Nous ol)b(‘i \ c'l oils d abotd quc A- osL homogenc du deuxienie 
(legK* pai lappoLl a n (‘i <i n , (‘i cl aiiltc pai L qiie A“ ne depend des 
angles / ol /' (juo p«n I’inlerinediaiic dc 

cos(/ — cos(m — it') = i. _j_ Z V 

\y 

le iap|)(dl(‘ (jiK', cpiand les e\( cnli inics sonL nulles, les anoma- 
lies ino)(uiu(*s ne s<‘ disliiiguenl pas des aiioinalicb exceiiLiiqueb 
INous soinni(‘s ainsi couduils a posei 



INous pouNous loujouis supposci 7<1, il bulfilpoiu cck dc 
P ~ U 4 
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5o 

supposer que Ton a design^ par a le plus petit des deux grands 
axes 

Nous sommes done conduits a developper 

suivant les puissances entieres positives et negatives de z sous la 
forme 

^ Eiw- 1 ) 

Les coefficients 6^/^ out recu le iiom de coefficients de Laplace 


249 Si nous posons 

F=0-a-) (>- 5 )’ 

nous vojons que F ne change pas, ni par consequent F ^ quand 
on change ^ ” Oi cela revient a changer /: en — A* , on a done 

(ij = 

D’aulre part changei A en — k cela revient a changei i en 4 , 
I’egalile precedente montre que les coefficients ne changent pas 
quand on change i en — z, nos coefficients soul done reels, et nous 
pouvons ecrire 

(2) F-^ = cos A(Z—^') 

II y a entre les coefficients de Laplace cerlaines relations de re- 
CLirience qui en facilitent le calcul et qu’il est ais^ de deduire de 
I’ldentite 

( 3 ) 


Nous avons identiquement 


(4) 


dz^ 


dz 


F =0 


ou 
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d’oii en egalanL a zero le coefiicienL de 

d’oLi la relation de r^cunence 


(5) — A — i) -H 5 — k-hi)-h(i-h a^) A6/)=: o 

Nous dvons ensuite 


ou 


F-^ = 


r , 


1 +a2j 

1 .1 

r 


[x-« 


) + asJ 


F-jf-i 


ou cn egalant a zeio le coefficient de 

(6) b^/^ = {i + a2) 


lelaLion de i^curience qui permettiait de passer des bs+{ au^ bs, 
mdis il seiait preferable de chercher une relation de lecurrence 
peimettant de passei des 6? aiix Nous pou\ons prendre deux 
iclations (()) consecutives qui nous donneiont deux equations 
entre b\^\ el les qnatre inconnues b^~^ , 

D’auUc pail les i da lions (5) nous foiumsseiit deux auties rela- 
tions enlic ocs quatic inconnues Nous pouvons done d^teiminer 
(es qualie inconnues en fonction de 

Pom aiiivei diiecteinent au indue lesultat, nous paitirons de 
ridenlil(‘ 


(7) 




Oil P el Q sont des polynomes du piemier degie, il est facile d’eta- 
blii ccllc idenlil^ cl de determiner les polynomes P et Q Cela 
pose, nous pouvons obseivei que les coefficients de la seiie (d) 
peuvenl cite etablis pai la foimule de Fourier 

(8) ^47:6'/^= 

lu’iiiK'gialion doil elre piise, pai lappoit a Z— /', depuis o 
pisqu’a :>r cl [)ai (onsequenl pai lappoita le long d’un cercle de 
layon(i) 
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En. vei'tu de I’ldentite ( 7 ), nous pou\ons multiplier la fonction 
sous le signe ^ par le premier inembre de cette identite, ce qui 


donne 


) dz ^ Q dz 


Nous pouvons transformer la secoiide integrale par Line inte- 
gration par parties, en observant que, I’lnt^gration se faisant le 
long d^une ligne ferinee, nous pouvons laisser de cote la partie qui 

sort du signe J et qui prend la meme valeur aux deux limites 

Notre mtdgrale devient amsi 

Mais il est clair que 

est un polynome du premier degre en 5 , soit 

ce polynome, notre Equation devient 

d’ou. 

( 8 ') 

G’est la relation de recurrence chcichee 

Grace aux relations de recurrence (5), ( 6 ) et ( 8 ), le calcul des 
coefficients de Laplace peut etre ramene a celui de deux quel- 
conques d’entre eux, par exemple 

2 2 

2S0 Considerons mam tenant la derivee 
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En diDfeienliant la formule (8) sous le signe 



Ment 


d’oii 

( 9 ) 


IITZ ■ 




-if 


db<f^ 

dx 
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ce qui peiineL d’es-primei los ddTl^^es des bg en fonction des b^+i 
et pai consequent en fonction des b^ 

Nous pourions done finalement, par ce inojen, e’cpnmei la de- 

en fonction dc 6“, 61, sous la foime 

d'J T T 


iivee 


( 10 ) 


^ =P65 + Qii, 

d'3, "T 2 


P el Q etant des fonctions rationnelles en a 

En diffi^ientiant la lelation {\o), nons tromons 


^^64 , 


dM dh\ 
j da k da da da 


I da 


dc suite que la denvee seconde est e\priin4e en fonction de 6J, b\ 

el dc leuis dcrivccs premicies, et peul par consequent, pai une 
nouiellc application de la foi mule (lo), ctie eiiprimee en fonction 

dc 6, el 6] sculeincnl 
J 3 

Oil opeieiaiL de mcinc poui les deii\^es d’ordre sup^rieur 


2ol Noub avons 

F— ‘=(1 — 

Oi la foimule du binome nous doniie 

S(S H- l) , . 

(t — a,3)-^ = H- ^ 


-OlP “f* 


ou plus gcneialcmciiL 
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ou r repr^sente la fonction eul^nenne De meme 


r(^Hhy) 


(I a5 1) 

OU, par multiplication, 


ol^z -9 


F-5 = V 

^THs)V 


r(5H-/?)r(5 + y) 


r2(s)r(p + i)r(^ + i) 


OLP-^^ZP-^, 


ce qui nous donne pour le coefficient de <5^ 


(II) 


6 i ^>=2 


r2(5)r(^-Hi)r(^-h/K-M) 


formule qui donne le developpement des coefficients de Laplace 
buivant les puissances croissantes de a Nous remarquerons tout 
d’abord que ^ est divisible par a^, et que c’est une fonction paire 
ou impaire de a suivant que k est pair ou impair 

Rapprochons la s4rie (i i) de la sene hypergeom^trique de Gauss 
Cette s6iie s’dcnt • 


F(A,B,C,a:;=2 


r(A + g)r(B + 9)r(C; 
r(?+i)r(C-i-5)r(A)r(B) 


CC^ 


La comparaison nous donne imm^diatement 




T{s^k) 
r(5)r()t + i) 


a^F(5, 5 -i- A:, A: -H I, a^) 


2S2 On salt que la s6rie hypergdomdtnque de Gauss satisfait a 
une Equation Imdaire du second ordre, il doit en dtre de inline 
de C’est en effet ce qu’il est ais^ de verifier Nous voyons en 
effet que dans la sene (i i) le rapport du terme general au prece- 
dent est 

i)(^ + gH-^-i) , 
q(q -h k) 

Si done j’appelle le coefficient de nous aurons 

gig k) {s q — i)(^-hy-l-A — i) G^_i, 

d’ou 

(I2) =2(s + ? - 1) (i + S’ + A: — i) Cy-i 
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^5 




1^ 


► 


Oi, SI nous obseivons que 

a’ — = V -f- A) ( ? a H- — I) 
dcL^ ^ 


et que de indme 

SI noLisiomaiquons de plus que les coefficients du picmiei eL du se- 
cond ineml)iede(io)quisonL7(^-H/0j + y + ^ 

sonl dcs polynomcs du second degic eny etpai coiisequcnL peiucnt 
s’cxpiiniei lineaiiement, le piemiei a 1 aide de 

I, 2 ^ 4 -A, ( 2 ^ A) O’ 


Ic second a I’aidc de 


I, ig-hA— 2, (2gr H- A — :?) (2^^ 4- A — 3), 


les coefhcienlb ne ddpcndanl que de A cL de ?, nous venons qu’il 
y a Line i elation lindane cnlie les siv quanLitcs 






0 7 

a’- 6, 


a'* 


d’^b 


lelalion doiil les (oelficicnls nc dependent que dc A el 5 C’esl 
I’tqiiation dilleicnlielle cheicliec 

I’ai stippiiiue poLii abiegei les indices s et A de 
Cette equation s’ecril 


,db 


03 ) + 


0 - 2 )] 6 = 0 


Ellc peul iious mdiqiici (oinmenl se compoile la sene (i i) 
poui les valcius dc a voibiuos do i Cos imlliodcs de l-iuchs nous 
appieimenl cnellcl que les inUj-ralcs dc ccLle 6quaLion ne peu^cnl 


ptesonlci de singulanlc que quand lo oocKicient de s’annulo, 
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c’est-Si-dire pour 

a = o, a = db I 

Pour a=o, les racmes de I’equation d^teiminante sont ±k^ 
ce qiii veut dire que I’^quation adinet une integral e paiticuliere 
d^veloppable suivant les puissances de a el comm enfant pai iin 
terme eii (cette integiale n’esL autre chose que la fonction 
qui nous occupe) et que Pint^grale generale est de la foime 

S -h A log a, 

h 6 tant une constante qiielconque etS une sene procedant suuant 
les puissances entieres croissantes positives ou negatives de a et 
commengant par un terme en 

Restent les points singuhers a = ±i,je me contenterai d’exa- 
minei le point = -+• i , puisque P^quation diflferentielle ne change 
pas qiiand on change a en — oc 

Pom a = les racmes de I’^quation ddteiminante sont o 
et I — 25; ce qiii montre que, outre une mt^grale particuliere deve- 
loppable suivant les puissances de a — i, I’mtegrale generale est 
de la forme 

S -i-P log(a — i), 

oil P et S sont d^veloppables suivant les puissances entieres ciois- 
santes de a — i, le d(^veloppement commengant pour P par un 
terme de degr^ o, pour S par un terme de degre i — 25 

Pour ^ ^ s on a i — 25 = o et S ne devient pas infinie, c’est le 

second terme qui est prtSpondi^iant, de sorte que devient infini 

3 o 

poura = I de lamememani^re quelog(a— i) Pour 5 =-, -5 j 

le terme S devient mfini et preponderant de sorte que devient 
infini de la m^me maniere que 

On voit par la que la sene (i i) converge pour 

la|<i 

et diverge pour [ a | > i Les resultats precedents se dediiisent 
d’ailleuri> immediatement des propnetes connues de la seiiehypci- 
geometrique 
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253 On a propose im ti^s giand noinbre de precedes de calcul 
pom les coeffif lenLs de Laplace, mais il y en a im qui est ties su- 
p^iiciii d tons les duties, e’esL celin qui est fonde sui I’emploi des 
lonctions elhptiqnes 

Nous sdvons qne la foncLion p{ii) de Weierstiass est deiinie pai 
requdlion 

[jy(£4)|2= — — 4(p — fiiXp —e2){p~-ei), 

Oil e^, <?25 sent tiois constantes liees par la 1 elation 

^1 -r ei-\- e<i = o 

avec la condition 

p(o) = co 

Nous savons cn outie qu’clle satisfait aux conditions 

p(z^) = p( — l^) = p('wH-2a)i) = p(li-i-2W2) = J>(^^-+-^W2), 
p(tOi)=ei, 3 l(t 02 ) = e 2 , ]■> ( ) = <^3 

D’autre pait la fonclion telle que 

]OiiiL de la propiiet^ 

(^(u) = — X— 2 ^)^ S(liH- 2 CO,)== Xw) 

ou 

' 5 qz= ^ 2 - 1 “ n I = o 

Ilepienoiis rmtegialc 

Z,</)=_L. f 

cl plus goneCi Alemcnl la suivantc 

, 1 rz>'-'-dz_ I r dz 

** F' ~ 21-tcJ [z(,i — az){z — c>.)y‘ 

Poui ulenlifici aa\ founules des toncLions elliptiques, nous de- 
vons posci 

I 

c=p(?0— a = e2— cj, -=ei — fii, 

d’ou 

; 5 (r - CX.JZ) (z — a.) = 


ei ■+■ e-)H- ez= 0 , 
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et, en particulier, 

(j^) 7cy^a6^J== f (^p du 


254 Rappel ons une propriete impoitante des fonctions doiible- 
ment periodiqiie'5 c’est la possibihte de decomposer ces fonctions 
en elements simples 

Sou F(^^) une fonctioii doublement penodique, soienL 

, a„ ses infinis disUncts, bien enteiidu je ne legarde pas 
comme distincts deux infinis quand ils ne diHerent que par des 
multiples des penodes acoj 

Soit cij I’un de ces infinis qui seia, je suppose, d’cidie Z , deve- 
loppons F ( ii) buivant les puissances croissantes de u — aj^ et soient 

, 1 As Ai 

(w — aj)^ {u — [u — ajY u — ctj 

I’ensemble des termes de ce developpeinent qui ont un exposant 
negatif Posons 


oCi represente la derivee de ^(«z) par rapport a n 

De cette la^on la difference 

— 4>y(W) 

reste finie pouri^ = ay Nous aurons alors 


(i6) 




C etant une constante C’est cette foimule bien connue (i6) qui 
lepresente la decomposition de F(a) en elements simples 

Revenons aux mtegrales (i4) et (i5), elles doivent etre puses 


de o a 2 co^ Si nous designons la fonction sous le signe par 
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F(w), nous decomposerons F(m) en elements simples, et nous 
int^gieions s^parement chacun de ces elements Parmi ces ele- 
ments il y en a qui nous donneiont zeio, ce sont les elements 

— aj) du, 

ou 2 , 1’lnt^giale mdefime nous donne 

II — aj)j 


qm est (au signe pres) la fonctxon p{u — Oj) si A — 2 et une de 
ses demees si A > 2 Dans tons les cas ce seia une fonction dou- 
blement periodique qui leprendia la meme xaleui aux deux 
liiniles o et 2 0), , I’lntegiale d^finie est done nulle 
Si A = i 

f Cj{iL — aj)du — t,{u — aj], 


et I’lntegrale d^finie est 

i;(ao)i— aj) — ^i—aj) = 2»n 


Si A = 0, on a 



ft — da = logo'C w — osy ), 


et I’liitegiale dcfinie esL 

log3'( — ay) 

Nous n’aiirons pas d’ailleuis a lane d’application de la forniule 
(17) dans ce Chapilie 

Rcste enfin la conslante C qui nous donne 


I 


G riu = ; Ga)i 


Dans Ic cas qui nous occupc, cL qui esL celui des integrales i) 
ct (i 5 ), la fonction V{u) nc pent devenii infinie qu’aiec p(,«; ou 
p'(ii), c’csl-a-diic poui 


ll = o. 


Oil, ^2 ^3 
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J’ajoute cjue, pour ^ = ” [formxTle elle devient mfinie 

seulemenl pour u = o 

De plus, I’exposant t — est pair, et, comme est line 

tonction latiounelle de p(^^), il eu sera de meme de t (ti) Done 
F{u) seia une fonction paire de w, ainsi que de a — 

F(m)= F(— w), F(z6) = F(:2a),— zO 

Done le d^veloppement de F(^f) suivant les puissances crois- 
santes de a ou de a — to, ne contiendia que des termes d’ordre 
pair, il ne contiendia done pas de lerme de degi6 — i [qui aurait 
pudonner un element simple en on — 03 ,)] , et c est pour 
cette laisoii que nous n’aurons pas a faire usage delafoiimile (17) 
Nous n’avons pas a nous inqui^ter des termes de degie 4 ? 

6, , ^^^5 comme nous I’avons vu, donneraient une mt^grale 

nulle, mais seulement des termes de degre — 2, ainsi que de la 
constante C, nous trouvons ainsi poui notre mtegrale 

(18) = aCtoi— 2 /it^A.2, 

'VA.) ^lant la somme des coefficients des termes de degr6 —2 

jU -* 

dans les d^veloppements relatifs aux quatre infinis 0, to^, to^j to^ 

2 So Ces coefficients C et A2 sont des fonctions ralionnelles 
de a En efTet le developpement de p{u) ou de p' {u) suivant les 
puissances croissantes de u ou de ii — to, a pour coefficients des 
fonctions lationnelles de ^2, et, par consequent, de a, il en 
est done de meme du developpement de 

Done tons nos coefficients sont rationnels en a 
Parlons maintenant de C Nous observerons que F non seule- 
ment ne pent devemi mfmie que pour n = o^ to,, to>, 003, mais ne 
pent non plus s’annuler que pour I’ une de ces quatre valeuis de u 
11 en r^sulte que 'F{u) ne pent pas adinettre les quatre infinis 
mais seulement une parlie d’entre eux, ce qu’il est d’ailleuis ais6 
de verifier, pour celles de ces quatre valeurs pour lesquelles elle 
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ne devienl pas infiaie elle s’annulcra de sorle qae Ton aura 


(19) 
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pour M = o, to,, to,, w,, etpour to,= o, to,, to,, to, D’ailleur. ou 
ir aura pas u = to,, puisque u est une des valours pour lesquelles F 
s’annule, el to, uue des valeuis pour lesquelles F est infmie Done 

M_ur,= toi, to, ou to, ( a une penode pres) 

Mars A* est lationnelle en o II en sera de in^me de to,!, 
l^(*)(to,), J^'*'(tO)), qui sont des dcrivdes de p(ti) pour u = to,, to, 
ou to„'e’t nous venons do lappeler que ces derirdes sont des lonc- 
tions lationnelles de e,, e„ e, el, par consequent, deo L’equation 
(19) inontrc done que C est lationnel en ot c q r. n. 


En particulier nous avons pour 


= i, A = o, F(£t) = i 


d’oCi 

pour 

d’oCi 


6? = 


2(0, 

Tty/a 


= i, A=i, F((t) = p(£t) -«j = — ei— C(£ 0 > 


6| = 
, 


-2 tl,+ 3tOl 

TTy/a 


Pour un cocllicieut bf quclconque nous tioureiions de mdiue 

7l V</ 

ou P 01 C) sont des lonotions latioancllcs de o On deteimineiait 
arseruent ces torrctions rat.omrcllcs a I’aide des lelaUons de recur- 
leiicc du 11 ” 2i9 


256 11 lesLc a ealcLilci to, cl cu d’ou et 

reuvciiai auvloiuudes cl proposilrons pour Vernploi 


pour cela je 
des lonrlions 
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elliptiques i^dig^es d’apres Weierstrass par M Schwaiz et tra- 
duiles de 1 alleniaiid par M Pad^ fParis, Gauthiei-Villars, 1894) 
Portons-noub a la page 61 JJeux cas sent a distmguer, et d’aboid 
celui ou 

^2— e3< Cl — cest-a-diie a< a, a< — 

“ /i 

Dans ce cas nous poserons 


— 63 — i — r — a* 


— ^ 8 -H — ^2 14-/1 — a* 


et alors, en supposant 


A = E <*>1 , 


ce qui est le g de Jacobi, nous aurons 

^ _ 2 ^ 4 “ 2A94- 

1 4- 2 A^ 4 - 2 /ll® 4 - 




On calculera h par la formule ( 20 ) et 1 on trouvera ensuitc 

| v/«^l= ^ v^a = 2 (a* 4- A* 4- /i”“4- ), 

\/^ = 4- 2A<4- 2 AO 4 - , 

^(i — a ^)65 = — a = 1 — 2 A 4- 2A^ — 2A94- 

Ce sont les formules (b), ( 7 ), ( 8 ) de Scliwaiz, inais nous ferons 

usage poui le calcul de AJ de la foimule 

"2 

(aa) \/^= Lr (i + 2 ^+ aA‘»+ ), 

y r 14 - Yi — <ni 

qui est la formale ( 4 ) de Schwarz, el pour le calcul de de la 
foi mule 

I271iC0i _ I 3t;i2+3*/l6— 

^ ^ irS ~ T=1'PT5A6= ’ 


qui est la fouiuile (o) de Schwaiz 


tfis COBPPIGIIkNTS DE L4PLAGE 


Le second cas esl celui ou a>>-^ On se seiMia alois dcs 
foimules (i8) et suivantes de Schwaiz el Ton poseia 


' — V fia — ^3 


V^ei-— C3-+- \ l — e % 1 -H \ f % 
el Ton leLrouveia la formule 


Ai= E , 


(20 his ) h 

analogue i (20) 

Nous auions ensuite 


(22 his ) 




• (i-hiAl-f- ), 




lorniules (k)) dc Sdiwaiz Quant a /j, ct /jj cL pai const qucnt 6], 
on les dtduiia des loimiiles 


( 23 bi%) 


TZ^ I — 33/4? - 4 - 


On jciiiaiqueia quo co, cL /ji sonl puicmcnt imaginaiieb 

2o7 11 jinpoite dc sc lendic coinpte dc la lapidiLe de la con- 

vcigcncc, cclLc lapidiLc cst evLieinc, en diet, si c/ < on a 

V * 

yi -H i 


cL bj <y > —9 on a 
/2 


/i< n= » //i<E-'^ 


SuivanL Ic cas, / ou seia <0,08, Lamljs que A ou scia 
< OjO'i Oi Icb boiJCb qui pioccdcnt sunaiiL Ics iDuisbanccs de A cL 
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qm ne sont autres que les senes 0 de Jacobi ou des s^iies ana- 
logues, et qui ne contiennent par exemple que des termes ou 
1 exposant de h est un carr^ parfail, convergent tres rapid ement 
Les series (20) et (20 his')^ qui donnent A et Ai, conveigent 
aussi tres lapidement, puisque dans le cas le plus d^favoiable les 
lermes successifs sont respecUvement plus petits que^ 

-L — -L. _L 

10^ 10®^ 10^®’ 10*® 


Et xn 4 me en n^gligeant 2h\ c’cst-i-dne on a pour 


«< 






et pour a > 




AO _ i , a-H-ii/a 
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208 Nous aliens ei^aminer maintenant le cas ou, les excentii- 
cit^s eUnt toujours nulles, Finclinaison mutuelle des orbites est 
quelconque Dans ce cas, nous pouvons ne pas laire de distinction 
entre les anomalies vraies, moyennes ou excentriques et nous 
avons trouve au n° 243 

— aaa^cosCT, 

cos a =z cos® - cos (4^ — m') -i- sin- ^ cos( u-t- u') 

11 s’agit de d^velopper 

1 

A*'’ 

et nous trouvons d’abord, en appliquant la formule ( 2 ) du Ghapitre 
precedent, 

(U (t} = cosA j 

11 reste k developper cos/co-, e’est ce qu’a fait Tisseiand en 
employant les artifices suivants 

209 Posons 

J J 

cos"- = .u, Sin 2 ^=V, ll = M-ha', 

cosor = fX COS^ -h V COSIJ, a* = E*“, ^=E'“, 

X 

^—y 2COsE 2COS0 = W-^- 

Z = F-' = (i — 0L[LZ — a\LZ ~-^ — av w — av w»— i-h 
P — II 


5 
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La formule du poljnome, generalisation de la formule du 
binome, nous donne 

z =^A( — (— )P(— «V(v)e(av«>-‘)?(a5)e 

avec 

( 2 ) A=- r(i — 

r(i— a— 6— c— of— e— «)r(a-i-ijr(yD+i)r(c+r)r(y-(-i)r(e+i/ 

^5 Pi « etant des entiers positifs quelconques et F dtant la 
fonction euJenenne, ou bien encore 

(3) Z =^A( - I a“+l>-i-<M-y+!e|jta+pv<>f-?^a-Pg,o-? 

Nous voulons dd^elopper Z, d’une part, suivant les puissances 
de a et, d’autre part, suivant les cosinus et les sinus des multiples 
des anomalies ou, ce qui revient au m^me, suivant les puissances 
positives et negatives de z et de pp Nous chercherons done le 
coefficient de 

(Xfn 

(A m est entier positif, h el k entiers positifs ou negatifs Nous 
ferons done 

TTl “ Ct H— J) — {- C “|— ^ — t- 2 cJ, 

h ^ a — />, ^=c — q 

L’exposant a + de p. est plus grand en valeur absolue que h 
et en diff^re d’un nombre pair, I’exposant c-H-gr de v est plus 
grand en valeur absolue que k et en differe d’un nombre pair La 
somme de ces deux exposants est plus petite que m et en differe 
d un nombre pair Le coefficient cherch6 est done un polvnome 
entier en p* et v-* de degr6 

2 

multipli^ par le facteur 


Nous observerons en effet que 
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Supposons d’abord helk positifs de fagon que h = \h\^ k = \k\ 
et formons le polynome P en queslion de soite que le coefficient 
cherch^ soit 

Faisons done 


m — h — A: = 2 ^, m -f- A -t- 4 = ^f^ 

= c-\-q = k -hag', 

d’oii 

m -h A H- ^ 

a-4-^-hc-hg^-h<? = h p -h gr, 

m — h — k 

e = P-q, 


il viendra, en se lepoiLant aux formules (aj et (3), 

(4) P = y 

f ^ P g^}r(A“h/>-hi)r(A:H-g' -hi)r(y? -i-i)r(gr-hi) r(r-h/?' — p — q) 

Nous observeions que m et A + it sont de m^me parite et, par 
consequent, que /, y + s el ^ sont cntieis Cela va nous per- 
mettre de transfoimer la formule, et, en effet, si I est un entier, 
on a 




r(i-o 

r(i — 5 — 0 


r(s) 


c-iy 


CetLe formule lesulle de la 1 elation connue 


r( 5 )r(i-A; = 


TT 

bin 6 U^ 


el du fait que, si / est entier, on a 

bm( 4 -h /}/? = (- 1 )^ sm^TC 


260 Le polynome P n’csL autre cliose, i un facteur constant 
pres, que I’un des cas paiticuliers de la sene hypcrg^om^trique k 
deux variables etudiee par M Appell Intioduisons, en effet, la 
notation de M Appell, en posanl 


(a, 


m) = 


r(a-i- m) 

r(«i 


r(i-tt) 

r(i — a — m) 


(_i)m 


La premiere expiebsion be prebenle sous une forme indeter- 
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minee quand a et a H- /n sont des entiers negatifs; mais il est aise 
de voir que la vraie valeur est alors le produit 

(a-h m — i)(a-f-m — 

et d’aillears la deuxieme expression est alors determinee. 

Nous aurons alors 


( A -H T , /? ) — 


r ( A -t- /? -4- 1 ) 1 1. ^ \ _ r(/c H- y ■+>!) 


d’ou 

( 6 ) 

et 

(7) 


r(A-hi) 


’ + r(A- + ,) ' 


V(\-f—s—p—q) 




P = 


r(T- 5 )Pi 


r ( I — j- — ^ j r _i_ 1 ) p ^ _j_ j ^ x’' ^ H- j ) 

Pi = y + 


On reconnait, dans Texpression ( 7 ), la serie hypergeometrique 
a deux variables de M. Appell. 

Nous avons suppose dans ce qui precede A et A* positifs, maij^ 
nous n’avons pas ainsi restreint la generalite et, en effet, Z ne 
change pas quand on change, soit 5 en soit w en ; d’oii il 
suit que le coefficient de 


Qr//i 

est le meme que celui de 


261. On sail que la fonction de M. Appell satisfait a deux 
Equations aux deriv^es partielles; on doit s’attendre a ce qu’il en 
soit ainsi de notre polynome P qui n’en difiere que par un facteur 
constant; c’est ce qu’il est aise de verifier. Soient, en eflfet, Z' et 
Z'^ les ddriv^es premieres et secondes de Z par rapport a 

F =i a2 — 2a( fjL cos$ 4- V COST) ) -1- 1 , 
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il viendia 


(8) 

dlL 

-T- = aZ^a — (icos5 — v cost)), 
dcL 

< 9 ) 

— iZ'acos^, — aZ'acosT), 

(to) 

( = 4a® jjL^Z' sin®$ +2a}iZ'oo9j, 

< 

\ = 4a®v® TI sm®T) h- ^av Z' cosr), 

' arj^ 

<ii) ! 

1 = 4a«Z''co8^?, = 4«*Z‘'o,.s5 cos, 

j ^=4a''Z'cos*o, 

(la) 

-7— = 4 ot — cos(t)®+ iZ^, 

{i3) 

I Z 

1 -= — — = — 4^Z'^(a — cos (I) cosj — 2 Z' cos 
j doL d\j. 

] d^Z 

(— — — = — ^aZ(ci . — cos<i)cosr) — aZcos/), 

' dj. av 


ce qui nous monlie que ces onze denvees paitielles de Z peuvent 
s’evpnmer lineaiiemeiit en fonctions des neiif quantiles suivantes 

/ Z', Z'cOb^? Z'cOST), 

( 14 'I I Z'', Z'^cos^, Z^cosTj, 

( Z'^cos^S) Z cos 5 COST), Z^cob^r,, 

les coefficients etant des polynoines entieis en p, v 

D’ailleurs, ces quantiles (i4) ne sunt pas mdepend antes, elles 
aont lides par les lelations 

/(i-l-a’)Z'^ — Aa(jZ*^cos{ 

I — 2 avZ"cos 7 j = — (j-i-i)Z', 

1 (1 + a^^Z*" cus^ — aafxZ'^cos^^ 

{ 1 i) ) ( 

^ I — >avZ*^ cos^cosT) = — (^ + i)Z''cos5 

I (i -H a^;Z^ cos /) — aafjt.Z*' cos{ cos r) 

\ — 2{yvZ' cos*^) = — (5 -h i)Z' cos f) 

11 est ais^ de compiendie Toiigine de ces tiois lelations 
De 
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FZ' = -(^h-i)Z' 

En remplagant F par sa valeur, on aura la premiere relation (i 5) 
et Ton aura la deuxi^me on la tioisieme en multipliant la premiere 
par cos^ ou par costj 

Mais nous pouvons aller plus loin, les relations (8) a (i3) nous 
montrent que les onze ddriv^es 

j dZ dZ dZ d^Z d^Z 

^ dy\^ ’ 

i d^Z ^d^Z d^Z d^Z 

( d\L^ ^ d]xd^^ ^ “ dfx^ ’ ^ dxd]x ^ ax dv 

s’expnment Im^airement en fonctions des dix quantites 
/ Z'a®, Z'acosJ, Z'acosTj, 

(17) ZV, Z"a*cosa{, Z'^aScosJcosT), Z'aScos^/), 

( Z'^a*, Z''a®cos5, Z'^a® cost), 

les coefficients ^tant des polynomes entiers en jjl et en v indipen^ 
dants de a D’autre part, la premiere relation (i5), multipliee 
par a2, sera une relation Im^aire entre les dix quanlit^s (17), 
nous avons done donze relations lin^aires entre les vingt-deux 
quantites (16) et (17), en ^liminant les dix quantit6s (17) 1] nous 
restera deux relations entre les quantites (16) 

II y a done, entre les onze derwees (16), deux lelatiom 
linSaires dont Les coefficients sont des polynomes entie/s en ul 
et env ~ 

Or nous pouvons poser 
avec (si par exemple A et Ar sont posilifs) 

U ^ ^ JJL^V^P 

On von alors que, dans les onze quanut4s (i6), le coefficient de 


a/»Ei(AgH-AYj) 



LbS POIYNOMBS DB llSbERAND 


71 


se r^duit respectivement a 


dll- ’ 


mV, 

dll' 


-k^V, 

d^V 

d^V 

m(m — i)U, 

dV 

dll <a?v 


m-^9 


Si done nous prenons Tune des deux relations lin^aires dont il 
vient d’etre question et qui lient les d^nvees (i6) et que, dans 
cetle relation, j’^gale a z^ro le coefficient de 


j’obtiendrai une relation lineaire entre les deriv^es 

. ,, di\J d^V d^TJ 

^ ’ dll’ dv’ dii^’ diidy’ dy^ 

Done le coefficient^ mtisfait a deux iquatiom lineairesaux 
d^rivees partieLles du deuxiemt oidte^ dont les coejfficients 
sont des poly names entiers en ^ et ^ 

Ge sont les Equations de M Appell 


262 Je lappelle la forme de ces Equations telles que M AppeU 
les a etablies dans son Memoire du Joiunal de Liou9ille (p 182, 
1882) 

{x — — y^t — ixys 

-H [ f H- (a -h p ’^i)x\p — (a ■+■ p -h \)yq — ap^ = o, 

{y — y^)t — j?®/ — i^xys 

+ [ r'”" (“ + P - ^-\-\)xp — %^z = o 

Dans ces equations x ei y sont les variables, z est la fonction 
inconnue,/? et q sont ses deux deiiv^es du premier ordie, / , a, ^ 
ses Lrois dc^iivees du deuxicine oidre 

Pour passer de ces equations i celles auxquelles doiLsatisfaire U, 
il suffit de fane 



^ ^ -2 = (1-^* v-^ U, 

«=y-H 5 , p=— 

Y = Ah-i, 

Mais une pi emigre observation se presente Les equations li- 



72 


CH4PITRE XVIII 


n^aires simultanees ( 19 ) ne comportent pas une solution unique; 
elles comportent quatie solutions Im^airement md^pendantes 
amsi que I’a montr 6 M Appell Quelle est alois, dans le cas qui 
nous occupe, la signification de ces dnerses solutions*^ 

Reportonb-nous k ce que nous avons dit au n“ 242, et appli- 
quons des prmcipes analogues au piobleme quinous occupe, nous 
verrons que le coefficient de dans le developpement de Z 
sera ^gal a 


( 20 ) 


— I r r Zdz dw 


L’lntegration doit 4tre prise par rapport a 5 le long d’lin cercle 
ayant pour centie I’origine et pour lajon I’umtd et par rapport 
k iv le long d’un cercle analogue trace dans le plan des w La 
combinaison de ces deux cercles d^finit un contour ferme ^ deux 
dimensions le long duquel doit 4tre prise I’lnt^grale double En 
d’autres termes, fe coefficient cherche est une p6i lode de I’ inte- 
grate double ( 20 ) 

Pour avoir U, il faut ddvelopper ce coefficient, qui depend de a, 
suivant les puissances croissantes de a et conserver le coefficient 
de oc®. 

Mais l’int4grale double (ao) poss4de d’autres p4riodes que celle 
que nous consid4rons, une quelconque de ces p4iiodes est fonc- 
tion de a et peut 4tre developpde suivant les puissances cioissantes 
de a Le coefficient de a® dans ce developpement satisfeia aux 
m4mes equaUons differentielles de U La multiphcue des solu- 
tions des equations ( 19 ) s’explique done par la muluphcite 
des pirwdes de I’lntegi ale ( 20 ) 


263 La sene hypergeometnque de M Appell 

V (g,w+ii)(3 m+n \ 

peut etre exprimee par le moyen d’une integrate definie, mais le 

me bomerai sur ce point 4 quelques breves indications Conside- 
rons rint^grale 
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que nous prendions le long d’une ligne allant de rmfini a rinfini 
en passant entre les deux points o et i 

On pouiia faire, pai exemple, u = ^ -h lu' et lane vanei w' pai 

\aleurs r^elles depuis — oo jusqu’a -h ao Cette integiale seia lime 
el determin^e poarvu que 

Dans ces conditions, a un facteut pres C facile a d^teiminer 
el qui ne change pas quand p on q augmente d^un fiombte 
entiet , notie int^grale est egale a 

V(p)V{q) 

D’autie pait, notie s^iie hypeig^ometrique (a un facteui cons- 
tant pi^s, independant de x et de y coinme de m et de n) est 
egale a 

’y r(i— ( — i — n) Pd — f'— n ) r( — ^ — m) 

^ r ( I — a — /^ ) r ( I — p — m — n) 

X P ~ ^ (I H- g — f ^ ) K" 


On voit que cliaque teime sous le signe ^ est decompose en 
quatie lacteuis, le juemiei facieui c’cst l’int(5giale 

j ( I — M p -i-g-« (fu, 

a un facteui pies G qui est independant de m et de /i, puisque rn 
et n sonl enlieis (cL qiie le facteui C, ainsi quo nous venons de le 
leinaiquei, ne cliange pas ([iiand run des exposants augmente d’un 
nombie entici) 

Do meme le second lacteui, a un facteui constant pies, c’est 
I’m teg 1 ale 

j* c ( I — c )'i dv 

Reinaiquons que loutcs nos integiales sont limes, au moms 
poiii lcs\alcuis de or, j3, y, y', qui satislont a ceitaincs megaliL^s 
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Le troisieme facteur est un terme du developpement de 

( I — a?)Y'-P-‘ = 2 u»i 

et le quatri^me est un terme du d^veloppement de 
(i — = 

Nous trouvons done 

ou bien 

du dv m-Y( I - w)Y-i-« P-r (i — P)r-i“P r 2 1 B;, r ^ 

Lm(I— P)J m) 

OU bien 



f f dud{>u-r(i—uyf-i-av-r(i — v)Y-^-p\i — _£ — ^ T, ^ 

d d L M(I— f)J L „(|_M)J 


OU enfin 

(2^^) J* — a7)^(P — Mf; — j^)rf 


avec 

a=H-P — ^> = H-a— Y — y', 

c=y'-P--i, d=y — i-^a 


L integrate doit 6tre prise tant par rapport it u que par rapport 
^ le long d une ligne allant de rinfini ^ I’lnfini en passant entre 
o et I Les autres solutions des equations (19) pourraient ^tre 
reprdsent^es par cette m^me int^grale (21) prise le long d’autres 
contours convenablement choisis 


264 Envisageons toutes les series 
(Yi. 

oil les constanles a,, Pi, Y^, y', sont ^gales a «, p, y, 3 augment's 
d un. noinbre entier Je dis que toutes ces sdnes pourront s’exprxmer 
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Imeaireinent a I’aide cle quatre d’entre ellcs, les coefficients de 
Fe\pression Imeaire 6tant des fonctions lalionnelles de x et de y 

Soient, en effet, , ^2, quatre solutions des Equations (19), 
la solution gen^rale de ces Equations sera une combinaison Imeaire 
de ces quatre solutions, quand a: et j/- reviendront a leurs valeurs 
piimiLives, apres avoir vane d’une maniere continue, il pouira se 
laire que ces solutions ne reviennent pas a leur valeui piimitive, 
SI les variables z ety ont touine autour d’un point smgulier Mais 
alois les solutions Zji auiont subi une transformation 

liu^aire a coefficients constants, c’est tout a fait analogue a ce 
qui se passe dans le cas des equations diffeientielles lineaires 
ordinal res 

Cela pose, consideions quatre systemes d ’equations analogues 
aux equations (19), mais ou les constantes a, | 3 , y, y^ aient des 
valeurs diflfeientes, et supposons que la difierence des valeurs de a 
pour deux de ces equations soit un noinbre entier (et de m^me 
pour | 3 , y, y') , soient 


rU) -(3) 3^3) 2,3) 


les quatie solutions londamentales de chacune de ces quatre Equa- 
tions De ce que les diflPei cnees entie les or, sont supposees 
Etre des nombres entieis, il resulte ceci, ainsi que le montreiait 
aisement I’ttude des equations (19), c’est que, si x el y decrivent 
un contour feimE, 

subiiont la rneme transformation lineaiie que 

Zij Zy, Zi, Zl^ 


Done les determinants contenus dans la matrice 
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seront multiplies par un meme facteur. Les rapports de ces deter- 
minants sont done des fonctions uniformes et I’on verrait aisement 
(pmsque nous n’aurions pas de point singnher transcendant) que 
ces fonctions umlorines sont lationnelles Nos determinants sont 
done proportionnels des fonctions 




qui sont des polynomes entiers tn x el eny, de sorte que nous 
aurons la relation 


(aa) 


Rai + o, 


ce qui montre la possibilite d’exprimer lineairement toutes nos 
xonctions k 1 aide de quatre d’entre elles 

On amverait facilement au meme rdsultat en partant des inte- 
grales ( 21 ), ce qui permettrait de foimer effectivement ces rela- 
tions ( 22 ) Je reviendrai plus lorn sui ce point 

II se^le d’abord que ce resultat, important pour la theone des 
senes hypergeometnques les plus generales, soit sans inters dans 
le cas particuher qui nous occupe, cas oii ces senes se reduisenl 
h. des polynomes entiers Mais il faut observer que ces polynomes 
peuvent etre de degre trfes eleve, car le no'mbre m du n« 259 d’oi 
depend ce degre peat dire trfes grand, tand.s que les degres des 
polynomes R de la relation (aa) restent limites si les diffeiences 
entee les a (ou entie les p, les y, les ■/) restent des entiers limites, 
surtout SI ces differences sont toutes egales H o ou a d= i e’est ce 
qui permettrait d’etablir entre les polynomes hypergeometnques 
de M Appell un systeme de lelations de rdcuirence qui en facili- 
terait consid^rablement Je calcul 

Ces relations seraient analogues aux relations de lecurrence 
eiabhes par Gauss entre ses sdries hjpeigeometnques et que Ton 
^ouvera i la page i3o du Tome III de ses OHu.res complies, 
^ditees par la Soci^t^ de Gottingen 

265 Quels sont les points singubers de la sdrie de M Appell, 
consideiee comme fonction de x et de y On pent les trouver de 
deux mammies diff^rentes, en partant des Equations (iq) Je sup- 
pose que 1 on ait differentia ces deux equations par rapport aux 

ux variables x ely, onobtiendra quatre equations, ob figureront 
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lineairement les quatre d^riv^es troisiemes de ^ Les coefficients 
de ces quatre d^nv^es dans ces quatre Equations seionl 

a* — 0 , 

0 X — x^ — 2xy — 

— x^ —ixy y—y^ o, 

o — x^ — ixy y -y-, 

dont le deternnnant est ^gal a 

jy2 (ayS -l-yi -4-1 — 2Xy — 2X ^ ay) 

Les points singubers nous sont alors donnes par ^ = o, } =o 
et 

X^-hy^-hl — 2XJ — 2X — 2y=0, 

c’est-a-dire 

(23) sfx-^sjy—i 

On pouriait arriver au m^meiesultatenpartantdel’mt^giale (21), 
les points singuliers de la fonction definie par cette int^grale 
b’obtiendront en envisagent les quatre lacteurs de la fonction sous 

le signe J 

M, P, a— WP— iT, v — 

Si Ton regarde un instant u et v comme des coordonn^es rectan- 
gulaires et qu’on egale ces facteurs a z^ro, on obtiendra les 
equations de deuxdroites et celles de deuv hyperboles II y aura 
un point singulier, si les deuv bypeiboles se touchent ou si trois 
de ces facteur& s’annulent a la fois 

Quand la variable x tourne autour de z^ro, deux des solutions 
particulicies des Equations (19) ne changent pas et deux autres 
sont multipliees par un facleur constant, il en est de m^me quand 
la variable jv" touine autour de zeio Quand xely to urnent autour 
d’un point singulier satisfaisant a P^quation (28), il y a trois 
solutions qui ne changent pas et une qui est multipliee par un 
facteur constant On v^nlierait aisement ces resultats etTon d6ter- 
mmerait ces facteurs par Tetude des equations (19) 

Dans le cas particuber qui nous occupe, la sene de M Appell 
se rdduit a un polynome, elle n’a done aucun point singulier et 
les points singubeis que nous venons de determiner appartiennent 
seulement aux solutions des equations (19) 
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D’dutre part, dans ces cas pai ticuliers, nous avons 


d’oii 

= I 

Nous retombons done jtistement sur I’un des points singuliers 
dednis par I’^quation (28) Cela n’a pas d’mconvdment puisque 
ces points singuliers, comme je viens de le dire, n’appartiennenl 
pas 4 notre polynome, mais seulement aux autres solutions des 
Equations (19) Nous verrons m^me bient6t qu’il riisulte de M une 
simplificaUon 

266 Jusqu’ici nous avons raisonn^ comme si p et v 6taient deux 
variables ind^pendantes Nous savons qu'elles sonl li^es par la 
relation 

(X -I- V = I 

de sorte que le polynome P, qui 4lait enliei en pJ etv», devientun 
polynome entier en v seulement M Appell a tiansform^ les Equa- 
tions (19) en y remplagant y par v-* et a; par (i — v)-* , il montre 
Mnsi {Journal di LiouviUe, 1884), par un calcul queje nerepro- 
duirai pas, que la solution gdnErale z de ces Equations (19) et par 
consEquent P saUsfait a une EquaUon du troisieme ordre II loime 
cette Equation (p 4i8) et I’Ecrit 

(24) (v- (v-v») (a-+-6v) a"-)- (c + rfv -1- evS)V-t- (Iv -¥p)z = 0, 

sont les dErivEes successives de z pai rapport k v les 
constanteb a, 6, ont pour valeurb 

a = A - Y -(- ay' = -I- 34 -+- 2 + s, 

6 = _2A-y-y' = -3(|A + 4+i)_2a, 

c = C2 y'- 1) (A-y) = (24+1) (4 + *), 

rf=_2(2B+2AY'-Y')=-4B + 4(>t-l-i) (h + k^s-i^ 

e = 4B+(2A-i) (y4-t') 48 + 2 ( 4 + 4 + s-i^ (4 + 4 + a), 

1 = 4B(y + y'— i) = 4B(4 + 4 + i), 

^ = 2B(i-2y') = -2B(24+i), 

A=« + p+,, B = = 
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Comment se fait-il que nos Equations (19)5 qui adme L ta lent qua Lre 
solutions ind^pendantes, se trouvenl tiansform^es en une equation 
du troisieme ordre qui n’en admet plus que Lrois*^ Cela est ais^ a 
expliquer En eflet, la relation + v = i ^quivauL a la relation (28) 
qui d^finit un des points singulieis Quand on tourne autour de 
ce point singulier, trois solutions restent holomorphcs, tandis que 
la quatrieme est multipli^e par un facteur constant, elle devient 
done nulle ou infinie (suivant les valeurs de a, etc ) au point sin- 
gulier, done, quand on fait p- = i — v, I’une des quatre solutions 
disparait et il n’en reste plus que tiois 

267 Dans le cas particuliei de 5 = il se produit une grande 

simplification, comme I’avait montie M Tisserand et comme I’a 
retrouv^ depuis M Appell par un calcul que nous allons r^sumer 
Designons toujours, en effet, pai les leltres /?, r, t les d^riv^es 
preinieies et secondes de z par lapport a u? et a j/-, et faisons 

a? = |j.s = (i — v)s, y = V*, 

il viendra 


1 T, 

^ ^ 5 ) } 

En eliimnant a, y et i entre ces deux equations et les deux equa- 
tions (19), et se 1 appelant que pt -j- v = i , on lrou\ e 

(25 dis) v(i - v) ^ -h(Av + B) ~ -f- = 2D 

ou A, B, G, D sont des constantes, et ou 

D = a+p- f-Y'+ 

cn remplacant a, p, y, y' pai leuis valeuis 

/-HS —S'! A -hi, A -hi, 
el nous lappclant que 


/— ^ = A+A, 
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noub trouverons 



Done, pour ^ noire inconnue z satisfait a I’^quation difi^- 

rentielle lin^aire du second ordre que Ton obtient en dgalant a 
zdro le premier membre de (20 bis) On reconnait la forme des 
equations auiquelles satisfont les series hyperg^ometriques de 
Gauss k line variable 

Done dans le cas de ^ notie poly name P se r&duit d une 

sene hyper g eomi ti ique de Gauss d une seule variable II arrive 
alors qu’une seconde solution des Equations (19) s’annule iden- 
tiquement pour [jl + v = i L’^hmmation de ; , t entre les 
Equations (ig) et (26) pr^sente quelques particularit^s Si Ton 
ajoute les equations (ig) et seconde Equation ( 25 ) respectivemeut 
multipli^es par 



on verra disparailre k la fois les termes en r, 5 et £ si Ton suppose 

fl-HV= T, 

il nous restera done apres Pelimination non pas une, mais deux 
Equations dontla combmaison fournira (21 bis) 

268 . Supposons mamtenant ^ = 1 II semble d’abord que cela 
n’ait pas d’lnt^rSt puisque s doit toujours ^tre la moiti^ d’un 
nombre impair Mais on verra bient6t que la simplification que 
nous aliens obtemr aura une application importan te 
Dans le cas de ^ = i, le polynome P devient, pour pi = i — v, 
non plus un polynome hyperg^omarique de Gauss a une variable, 

ainsi que cela arnvait pour carre d’un pareil poly— 

nome 
En efiet 

Ld s^ne hyperg^ometrique de Gauss satisfait k une Equation 
diflf^rentielle du deuxi^me ordre, son carr^ satisfait done a une 
^quaUon du iroisieme ordre qu’il est ais^ de former Si nous cber- 
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chons a identifier cette Equation avec Tequation (24), nousverrons 
que I’ldentification est possible dans Je cas de 9 = 1 

Ce r^sultat, du d’aboid a Tisserand, a eLe par Stieltjes 

d’une facon foil elegante Reprenons les equations (ig) etfaisons-y 
un changement de variables en posant 

^ = — p)(i“-p')> r= pp', 

nous veirons que, dans le cas de 5=1, les Equations (ig) se 
ramenent a deu:L equations Imeaiies du deuxicme oidre, dont Tune 

necontient que p, -5 tandis que Tautie ne contiendra que 

d’ailleurs d'une de ces Equations a I’autre 
en accentuant paitout la lettie p 

La piemiere de ces equations est une equation diir^rentielle 
hneaire ordinaire entie s et p, el Ton voit facilement que c’esl 
juecisement celle qui d^finit une sene hypeigeoinetnque ordmaiie 

de Gauss Si done s = F(p) est une solulion dc cette Equation, on 
satisfera au systeme des deux Equations enfaisant 

F(p) F(p') 

On concluia de li que noti e polynoine hypeigeometiique a deux 
vaiiables est a un facteur constant pies le jnoduU de deux poly- 
noines bypeigeomelnques une vaiiablc, I’lin en p, I’autie en p' 
Faisons maintenant 


c’est-^i-diie 


iX-HV= I, 


il viendra 


y = p 2 = v2, a: = (i — p)!= 1^1, 


= [F(V)]2 


On voii que, quand on Liendra compie de la i elation 


IH-v= I, 


nolle polj nome hype? gdometi ique it deuxva? tables deviend? a 
a un Jactew constant p? es le ca? 1 6 d’ un poly none hype? geo- 
met? ique a une vai table en y? r n *• 


p - n 
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Je renverrai, pour le detail du calcul, au TiaiU de Mecamqiie 
celeste de Tisserand, t I, p 488 et smvanteb 


269 Pour comprendre Tapplication possible du r^sultat pr^- 
c^dent, reportons-nous au commencement du Chapitre, son 

F-J = H- as)-^ 

Nous avons trouvd 

F -5 = ^ P a"* ( — (jl^ 

P ^tantle polynome hjperg^om^trique k deux variables que nous 
venons d’etudier Dans le cas de 5 = i, nous venons de voii que ce 
polynome est a un facteur constant pres le carre d’un polynome 
hyperg^ometnque a une variable Mais dans ce cas on a 

E«<? ■] 

I — aE^“ I — J 


F-^ = 


(I — aE*<r) (I — E««— E-'o-l 


11 est ais^ de d^velopper le dernier membre suivant les puissances 
de a et Ton trouve 


F-^ 



«?in ( m H- i) a 
sincT 


Done le polynome P n’est autie chose que le coefficient de 

( — -s fJt/* ( — «pv)^ 

dans 

sm i)(j 
sin O' ^ 

en supposant 

2 cosff = -h v(w H- 


Ce coefficient s’exprime done k I’aide des polynomes de Gauss 
(polynomes hyperg^om^tiiques ^une variable) 

Supposons maintenant5 quelconqueetrevenons k la formule (i), 
elle peut s’^crire 


(26) F-‘ = 6» + 2 


Sin ( /c -h i)(T 




sin {k — i)g 


sin a 


sin a 
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Or nous venons de voir que les exprcssioiib de la forme 

sin (A -H i)g 
sincT 

pouvaient se ddvelopper a Taide des polynomes de Gauss li en 
est done de m^nie de 


270 On peut encore op^rer d'une autie mameie Eenvons 

F-^ = ( r H- a» (i — a p cos (j )“% 
oiH 


il icbte a d^velopper 

(l — 2 p COSO-)-' 

II est evident que nous obtiendrons, ce developpement en nous 
lepomnL au’s. formules (a) et (3), en y lemplacanl a par p, et en 
n’y conseivant que les termes ou e = o 
Or, ces teimes seiont ceux ou 

m = A -h A -t-/? 4- gTj 

c’est-a-diie ceux oCi I’evposant de p (qiu leinpUce 9 ) est la somme 
deceuide p etdcv, il sulfa a done de consciver, dans le polynome P 
les termes du degre le plus cicvd en n et v ’ 

Nous avous trouve plus luut 


(^7) 




et nous trouvons inainlondut 


(.8) 




Po dtantce que devient P (pand ou ay couscive que les termes 

du degrd le plus dlevc en p cl cii v, 01 , nous .ivons, a uu lacteur 
constant pies, 


p=2 


('t, /< + </) 16, /> + >/) 




a, b, c, d etant des constaulcs et b entiei ndgatif [I fautconseivei 
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les termes du degr6 le plus 6lev^, c’est 4 -dire faire 


d’ou 

Le facteur 


$')=(«, — 6) 


est ^galement constant 


(c', q)^{c\ 


= (-!)/> 


r(j -c') 
r(i — c' -f- 6 /?} 

r(i-c^) 

r(i — c' 4 - 6) (i — c' 4- 6, jo) 


de soite que (c', q) est en raison inverse de 

(i — c' 4 - p) 


De m^me (i, y) est en raison inverse de (&,/>), nous avons 
done, k un facteur constant pr6s, 


Po = 


2 {i—d-^b,p){h,p) 

(c, /?)(!,/>) 



c’est-^-dire que Po est egal a v”*^multipli^ par un polynome hyper- 
g^om^trique de Gauss en ~ = cot^ ^ 

Si nous rapprochons les relations (26), (27) et (28), nous pou- 
vons r^sumer nos i^sultats comme il suit 

Nous voulons d^velopper et nous cherchons le coefficient 
d’une exponentielle quelconque 

E* (paH-p' W) 


Cette exponentielle peut toe toujours mise sous la forme 

pf;A = E* At)) ^ 

ce coefficient ^tant divisible par p* v* je Tappellerai 

M depend de a, de p et de v Je puis le d^velopper 

1° Suivantles puissances de a, le coefficient de a”* est alors un 
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polynome hyperg^om^Lnque d’4.ppell k deuT variables en cos' 

sm' qui se reduit a un polynome de Gauss en sm- ^pour -5 = ^ 

•2 ‘ Suivantles coefficients de Laplace qui sont desfonctions 
de a, le coefficient de est alors la difl6rence des cairns dedeu3 

polynomes de Gauss en sm** ^ , 

3° Suivant les quantiles 

o^nt 

le coefficient de chacune de ces quantjtes est alors egal k 

/i— — 

2 . 

mulliplie par un polynome de Gauss en cot' - 

Dans les trois cas le oalciil des polynomes de Gauss peat ^tre 
simplifie par les relations de recurrence dont j’ai paile plus hautet 
qae Gauss a demontr^es dans leTome IIIdesesCEwc; es completes, 
p i3o et suivantes 
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271 Nous aliens main tenant supposer que les excentncitds ne 
sent pas nuUes et nous proposei de ddvelopper la paitie pimcipale 
de cette function perturbatiice suivant les puissances de ces excen- 
tricit^s La meilleuie mdthode est celle de Newcomb qui lepose 
surl’emploi de certains op6i alew s {Astt onomical Papers^ vol 3) 
Pouj bien faire compiendie I’esprit de cette m^thode je vais 
prendre d’aboid un exemple simple Soit F(a?) une fonction quel- 
conque de x, changeons x en 

a: -H /i -h as/is-H + e 

et cheichons k ddvelopper ¥{x + or^ A - 4 - + ai /i^) suivant les 

puissances cioissantes de A, je n’aurai poui cela qu’& appliquer la 
formule de Taylor 

F(a--i-e)=22Fi'»', 

a remplacer e''* par (a|/i + a 2 A^H-ajA*)'”, k d^velopper cette 
expression et k oidonnei pai lappoit ^ A Le coeflicient de A* 
sera un polynome de la forme 

ok les b sonL des coefficients constants et les les d^nv^es 
successives de F, ceci peut s’^ciue 

(61D-+- -i-64D^)F, 

oil D* esl Tindice d’une diflT^rentialion i^p^lee k fois Cette 
expression 
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s>eia ce qu’on appelle un opiiateut , c’esl un symbole d’op^iation 
Si j’appelle 11* cet op^rateui, je pomrai eciire 

F(a7 s) = F(i») -I- AIIiF -H + 

Cela nous indique d^ja I’espnl de la m^thode, mais nous allons 
YOU comment on pent former ces op^iateuis ^ cel eflet, je fais 

F(a;j = 

d’oii 

F(a?H-s) = E'^E'e, 
niE^®= E5*(6iX-i- -HtiXi) 

En faisant done F(a;) = dans la formule (i), nous Uouvons 
EAe = y A^Il/ 

on convenant de lemplacer O'" par a™ el de faire = i 

En d’autres teimes, on obtiendra I’op^rateui D* en d^velop- 
pant E®® suivant les puissances de A comme si D etait une quantit (5 
oidinaiie et en conservant le coefficient de A* 

Nou -5 pouiiions done regaider E“® comme un op^iateui et 
eciiie 

a) F(a;-h=) = E*>=(F) 

Envisageons maintenant une foncUon de deux variables F(a?, 7 ) 
el chei chons a d^velopper F(a? + s, y -h e') avec 

£ = ai /i -H /i* -H a, + , 

e' = jt' /t -j- A’ -h a '3 A3 -H 

Nous pounoDLS operei de laminae inanihe, nous developperons 
-I- e, + e') suivant les puissances de e et de e' par la formule 
de Tayloi , nous d6\elopperonb ensuite suivant les puissances 
de h eL nous oidonneions pai lappoiL a A, nous tiouveions ainsi 

<i bis) F(a 7 -+-s, jk-Hs'; =^A^IIaF, 

ou IIa seia un op^raLeur qui prendia la foime d’un polynome enLiei 
en D el en D', avec cette convention que 
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est le signe d’une opeiation qui consiste a diffeientiei p fois par 
rapport k x el q lois par rapport a y 

Pour determiner ce poljnome il suffira de prendre pour 
r) la fonction particuli^ie ce qui, pai une analyse 

toute pareille a celle qui precede, donnera 

en lemplacant D et D' par X et u dans le second membie 
Nous pourions done dciiie symboliquement 

{ibis) ¥{x-rz y-he') = 

en regardant comme un op^rateur 

272 On pourrait supposer que £ et e' dependent, non d’une 
seule variable A, mais de deux variables h et A' ou d’un plus grand 
nombre, et qu’on veut ddveloppei F(x + e, k -+- £') suivant les 
puissances de A et de A', il n’y aurait rien a changer a ce qui 
piec^de 

On retiouverait la formule (2 bis) sans aucime modification, 
quant a la formule (i bis) il faudrait P^crire comme il suit 

F(a7H-E, jK-he') 

Examinons de plus pres I’op^rateur U^j, je dis qu’il y aura un 
cas ou Ton aura 

n^y = 11,0 tJoy, 

de sorte que notre op^rateur a double indice pouria ^tre regarde 
comme le produit de deux opdrateurs a simple indice C’est le cas 
ou e est dgal ^ une fonction de A seulement, plus une fonction 
de A seulement, et ou il en est de m^me de Supposons, en effet, 

S = El - 1 - £ 2 ? 
e' = s j -i- , 

El et £^ dependant de A seulement, tandis que e> et dependent 
de N seulement On am a alors 


EDe+de = 
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de telle fagon que le coefficient de dans* le ddveloppement 
deE®®"^®'®', c’est-^-dire 11,^, sera le produit du coefficient de dans 
le d^veloppement de c’est-a-dire de 11^0 par le coefficient 

de A'^dans le d^veloppement de c’est-a-diie par floy 

Ce rdsultat s’etendrait ^videmment au cas on le nombie des 
variables serai t plus grand 

Remarquons que d’apies leur definition meme nos op^rateurs 
sont pet mutableSj puisque les op^rateurs simples D et D' le sont 
eux-m6mes 

273 Appliquons ceci au developpement de ~ 

Nous prendrons pour origine des longitudes dans les plans des 
deux orbites la ligne commune des noeuds, la longitude moyenne 
est egale k Tanomalie moyenne plus la longitude du peiiheiie 
(qui ici se reduit a la distance du penhelie au nceud) Mais, aulieu 
de prendre pour variables la longitude moyenne et la longitude du 
penheiiej ou bien encore Panomalie moyenne et la longitude du 
p^rih^lie comme on le fait d’ordinaire, nous pouvons evidemment 
piendre la longitude moyenne et I’anomalie mojenne 

Nous consid^rerons done ^ comme une function de 9 variables 

qui seront, outre rmclinaison mutiielle des orbites i® les loga- 
rithmes des grands axes, les excentricit^s , 3 ® les longitudes 
moyennes, 4” les anomalies moyennes 

Nous aurons done, apr^s d^veloppement, 

( 3 ) ^ ^ ^ ^ 

ou /??, ni\ /?, sont des entiers, ou I etf sont les anomalies 

moyennes, ^ et les longitudes moyennes, et ou A est une fonc- 
tion de I’liiclinaison et des logarithmes des grands axes 

Si les excentiicit^s ^taienl nulles, les longitudes moyennes se 
confondraient avec les longitudes vraics, les grands axes avec les 
layons vecleuis, et la distance ne ddpendrait pJus des anomalies 
moyennes L cL /' (mais seulement des grands axes et de "Q) 
Done dans nolle d^veloppement ( 3 ) dispaiaitront tous les termes 
dependant de e, e', Z, c’esL-a-dire Lous ceux ou les entieis m, wi', 
<7, ne sont pas nuls 
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Mais, dans Ic cas des excentricit^s nulles, le d^veloppement(3) 
est connn, c’est celui que nous avons obtenu dans le Chapitre pr^- 
ct^dent, et il s’agit d’en d^duire Je d^veloppement dans le cas 
g^n^ial 

Or il ebl clair que A ne peut ddpendre que des longitudes vraies 
et des rayons vecteurs On obliendra done le d^veloppement dans 
le cas general, en partant du developpement pourles excentricil^s 
nulles et en y remplacant les logarithmes des grands axes 

log«, 


etles longitudes moyennes 

j)ai les logarithmes des layons vecteuis 

7 7*^ 

losf/ =loga-Hlog-, Iog/'= loga'+log 

etles longitudes viaies 

p = !;h-(p- 0, (p'-r) 

11 suffit d’appliquei les prmcipes du num6ro prdeddent, en 
faisant |ouei a ^le lole de F(a?, y), a 

logo, logo', K, K'l 

le r61e de x el y, k 

logr, log/', P, p', 

celui de j; + e, ^ -I- e', et par consequent k 

(4) log£. log^, p-?, p'-C 

celui de e et e' En efFet, ces quatre quantit^s (4) sont ddvelop- 
pables sinvant les puissances de 

eE‘', eE-‘/, e'E"', c'E-»^' 

qui vont ]ouer le rdle de h et h' et ne dependent d’ailleurs pas 
de o, a', K, K' 

Soit done F le developpement pour les excentricites nulles et 
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le de\eloppement dans le cas general, soient 
D, Dl, D^ Di 

deb indices de difleienliation se lappoitanl a 
loga, C, loga', V, 

noLib auions pom Pe^piession analogue a De -f- D'e' 

D log ^ + D, (P - $ )-t- D' log ^ + D' (o'- a, 


desoite qu'on auia symboliquement par la formule (2 dis) 

( j) Fi= 

L’evpiCbbion 

peut se de\eloppei suivant lespmsbances de 

en IdisanL Ic calcul comme si D, D', D|, D' dtaient des quantit^s 
oidinaues, les coefficients du d^veloppemcnt sonL alors des poly- 
noines entieis par rappoit a D, D', D^, D\ Soil alois 

( e E'/ )* f e E-«0P ( e' E'0“ ( «' )P' 


le d( 5 veloppemenl ainsi obtenu, ce queje puis ecnie 


2 




) 


eii eciivant ? 7 i, y, q' an lieu de cy - 4 - P, c/'+ P', a — p, a — P' 
Le coefticienL Ef seia un op^rateiii qui depend des quatre nombies 
772 , / 7 i', q^ q’ ^ ce que nous mettions en Evidence en ecnvant 

T17W77I 

Nous auions alois 
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Mamtenant F c’est le d^veloppement dans le cas des e\centri- 
cit^s nulles, tel qa’il a obtenii au Chapitre piecedent Soit 

ce ddveloppement Nous sommes conduits a calculer 

pour apphquercet operateur a la fonction AE^(p^-^pV) ilfautfaire 
subir a cette fonction diverses diffeieiitiations pai rapport a 

loga, loga', 

mais, pour la difF^rentier par lapport a w on a s', il suffit evidein- 
ment de la multiplier par ip ou /// Nous pouvons done P^ciire 

j] = ^ ( A.) 

Dans le premier membre IIJ”"* a le m^me sens que plus haiit, 
e’est un polynome entier pai rappoit a D, D', D^, D; , dans 
le second membre, e’est le m^me polynome, mais ou les sym- 
boles D^, D', sont remplaces par les quantites ip et i/j 11 ne con- 
tient done plus que deux symbolcs d’operation D et D' et il est 
appliqu^ a la lonction A. qui ne depend plus que de log a et loga^ 
Il reste finalement 

^ = Fi = 2 /<-^/» C ^ A 

Le coefficient du terme en 

Qm Q ni ^ I ' 

est done 

rrww' A 
" j 

A d^signant le coefficient du terme en 

lequel, ne dependant pas des excentncites, a ^te determine au 
Chapitre pr^eddent 

274 Nous avons vu au n'' 240 qubl est aise de passei du 
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de\eloppement procddant suivanl Ics anomalies excentnques an 
developpement pioc^dant suivanl les anomalies moyennes Nous 
pouvons done nous proposer, au lieu de former directement ce 
derniei d6veloppement, d’y parvenu indireclemenl et par I’lnter- 
mddiaiie du premiei C’est ce qu’a fait M Newcomb. 

A. cel effet nous prendrons comme vaiiables I’mclinaison mu- 
tuelle des orbites el, pour chaque planele, le loganlhme du grand 
*av.e, I’excenlricite, I’anomalie excenliique u et ce qu’on pourrait 
appeler la longitude excenti ique^ c’est-^-dire I’anomalie excen- 
tiique, plus la longitude du p^iih6lie, Loujours compile k partir 
du noeud Nous chercherons alors a foiiner le developpement 


(3 





ou u et z/' d^signeat les deux anomalies excentiiques, ti et /i' les 
deu\ longitudes excentriques 


27o M 
posant 


Newcomb mtroduiL encore une autre simplification en 


e 


2e 
1 -H 




2 6^ 

1 4- e'-* 


II (herclie ensuite a dcveloppci, non plus suivant les puissances 
de e et e\ mais suivant cellcs de e cl e' de fagon a obtemr le deve- 
loppement 


(3 te/ ) 




11 est clair qu’il esL aise do passei du developpement (3 ter) au 
developpement (3 bis) et de la au developpement i^i) 
bi nous posons 

e = sincp, 

il vient 

e = tang I 

Remarquons en passant quo les elements canoniques et7i4 
du n“ 58 sont pioportionnels a sm ^ 


276 11 y a des tennes des devcloppements (3), (3 bis) et 
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(3 let) qui sont connus , ce sont ceux ou 
m = m = q = q’ z= o, 

Ics seuls qui subsistent quaad les cx( cnlricitet, sonl nulles, nous 
les avons dcitermines au ChapiUe pidcc'-denL Us sonl d’ailleius les 
memes pour les Irois d^velopperaents, saiif la substitution de n et /i' 
i ? el C 

De ces teiines connus, il s agit dc dcdiiire les aiities, et, poui 
cela, que nous adoptions les vaaablcs du n‘> 27i ou cel les du 
n 27S, il nous suflira dopezer tout a fait de la indine inanicie 
qu’au n" 273, on n’aura qii’afaiie jouei a 


ou a 


"^5 U' U' 

^7 ^7 *^7 •) U ' 


le rdle que jouaient au n" 273 les quantites 

/, I' 

On trouveia comine an n" 273 que le coefficient dt 

qDI qJ m' a ) 


OU cel 111 de 
sera 


^rn^’ni a ) 




A ddsignant Ic coefficient du teiine en 

£,i{pq'+-p' ^ 

tandis que H'""! est un opdiatcui qui n’est .iiitie chose que le coel- 
ficient de 

QniQ'ni ^L{qa->r-(i u ) 

OU de 

£/« gO/l Ip) 

dans le developpement de I’expression syinbohque 

(7; 

siiivanl les puissances de eE*‘“, e'E-'«' ou cellcs de eE-'“, e'E-'"' 
On reinarquera que, dans I’cxpiession (7), j’ai lemplacc D, et D' 


II 
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pai ip et ip\ ainsi que noas. avons d^montie qu’ou devaitle fane 
a Id fin du n" 273 

Seulement les operateurs II sont beauooup plus simples quand 
onadople les vanables du n* 274 et suptout quaud on adopte 
celles du n" 27S 


277 II y a d’abord une remaique que nous devons faire et qiii 
restera vraie que I’on adopte les vauables des n‘“ 273, 271 ou 275 
L’expiession symbohque ( 6 ) estle pioduit de deux auties 

(8) (ijVa-?), 

11 en est de m^me de Texpression ( 7 ), k la condition bien 
entendu de changer ^ et 'Q en et V ? quant a D| et D' ils peuvent 
6 lie remplac 6 s pai ip et ip^ ^ ainsi que nous I’avons dit 
La premiere des deux expressions ( 8 ) ne depend que de 
ou de ou de la seconde au contraire ne depend que 

de ou de e'E=^'“', ou de 

Appliquant en consequence une remaique faite aun° 272, noil's 
voyoQS que Poperateur II a quatie indices peut etre consideie 
comme le produit de deux operateurs a deu\ indices 

(9) 


Lc premiei facteur depend seulement de D et de , c’est-a-diie 
de D et de /?, le second de D'etdeD', c’esl>-a-dire de D' et de/V 
Mais de plus nous avons une 1 elation entre D et En eilet, 


et de mSme 


DF = 


d log a 


a 


da 



Mais la fonction ^ est liomogene et de degre — i en a et en o! 

Celle propriety n’est alter^e ni par Topeiation D, m par Popera- 
lion D', elle appaitiendra done a toutes les fonctions auxquelles 
nous auions a appliquer soil I’opdrateui D, soil Topciateur U , 
de soitc qu’on aura 

dF ,dF j. 
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D-4-D' = -i 


Cela nous permet d’exprimer ly en fonction de D de sorte qne 
nos operaleurs 11 seront des poljnomes entiers par rapport a I’ope- 
rateur simple JD et par rapport aux entiers p et 

278 On rencontre de plus grandes simplifications encore qiiand 
on adopte les variables du n'’ 275 On a alors, en effet, 

f I — COS W £2 

— =i — ecosu= , 

« .+-2 

d ou 

(a) “ £2)--D(', _ £E^“)I>(i — 


Reste le facter 


/)) 


Onobserveia qne, en vertii dePequation des aires, 


d’aiUre part 


^ Tf = 


-j- = I — e cos w = — , 
clii (X 


— = — __ 1 — £2 __ I 

du I — ecosw 1 — 2 £ cos u n- £2 i — e 7- £ E-"^ ’ 






V = 7] -h 


On voit I 




EDat' — V)) 


se decomposera en deux facteurs, le premier dependant seulement 
de comine le deuxieme facteur de , le deiixi^me d^pen- 
dant seulement de eE”'" comine le troisieine facteur de Mais 
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il vaut mieux operei comme il suit Consideions revpicbsion 

a 

Si la longitude du p^rih^lie est, pour un instant, supposee nulle, 
elle ebt egale a 

/ £/“([— >£-hc 2 E-*“) 

cos w — e \ — e* = ^ 


on a 


E*" , 

:(i — 

I -t- c’ 






On auid done, quelle que suit la longitude du perihelie, 


a 


( 


I — cE-'“ 


j 






Repienons Tei^prebsion symbolique 







elle pound b’cciiie 


(i -I- e^)-i>(i — 


Oi, on a pai la loimule dubinome 

( I - e E'» J» -p = 2 <- ® 

( I - c E-'« }“+/' = 2 ( - 6 )*' 

la noLdlion (D, A) a^yant inline sens qu’au Chapitie piecedent 
Ces foimulcb nous donnent iminediatement nos opera teurs 11 Si, 
en effot, nous tenons coinpte seulement d’aboid des deuv deiniers 
facteuis cL quo nous posions 


P - II 


7 
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m cj ^jn-~ q ^ 
7 2 


et ensmte 


n"'» = HJ« ■+■ H«'-2 + — iili 


Oil en mettant en evidence le terme general 
n^o _ y (D-A + i,A) 

On voit qiie tons nos operateurs se presentent sous la forme de 
polynomes entiers en D 

M Chessm prefeie, au lien de passer par les mtermediaires des 
developpements (d tei) et (3 bis)^ former directement les opera- 
teurs qui donnent le developpement (3) Ces operatears sont 
encore des polynomes en D, mais doiiL les coefficients sont beau- 
coups plus complicju^s, mais M Chessm a donn6 dans V Astrono- 
mical Jour nat des relations de recurrence qui enfacilitent beau- 
coup le calcul 


279 Une fois les operateurs formes, il est ais^ d’obtenir les 
developpements eux-memes Au Ghapilre precedent, nous avoirs 

d^velopp^ i en supposant les excentricites nulles et cela sous plu- 
sieurs formes dilferentes Nous avons Lrouvd d’abord 


I 

A 







T 

B etant dgal a un polynome de Gauss en v = sm-^^? multiplie par 
un facteur numerique et par des puissances de p. = cos- ^ et 

V = sin^ - C’esL la foimule (27) du Chapitre precedent 11 s’agit 
alors de voir ce que c’estque 


D 




D' 
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on tiouve 


m 




— (m-+-i)-r — 

' a 


11 suffit done de remplacer D, D', D' par /w, 
ip^ ip\ notie e\pression (6) devient tout simplement 


I ? (f' 

\a) \a’) 


£//>(*» -04-ip (p'-< 


€t le developperaent (3) est lamene au suivant 

- =\ B -7 — - J 

\ jfJ m-¥\. 1 


— (m-i-i), 


formule d’ailleurs d\idente sans tant de detouis 

Nous avons trouve au&si une autre lorme de ddveloppemem 



bf E><K+-y>?), 


P±£. P-P 

ou B est egal a [a ^ v * , multiplie par la differ ence des caires de 
deux polynomes de Gauss C’est la loimule (26) du Chapitie pre- 
cedent Cette fois I’emploi des op<Sidleurs sejustifie 11 fautappli- 
quer nos op^iateurs 11 a 


ot pour cela il faut appliquei a cetle expression Topeiateur 

simple D une ou plusieuis fois, oi, on Liouve 


et les expressions 


ct -j a' 


T 



s’exprimeiaient de inline ties simplement a Taide des derivees 
supeneures du coeflicient de Laplace Oi nous avons appris 

au n® 2S0 k calculei pai des lelations de recuirence les derivees 
successives des coefficients de Laplace Le piobleme peut done 
^tre consid^re comine entieiemenl lesolu 
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280 Nous a\ons vu au n'* 240 que la paitie pnncipale de la 
fonction pertuibatrice j pouvait se d^velopper, soit sous la forme 


2 b, 

soil sous la forme 


et au 11 “ 242 que les coefficieuts de ces deux, series pouvaient s’ex- 
piimer par des mt^giaies d^linies 


(I) 

et 

(a) 

0^ 




-SI 


dsc dy 


yJWTTT) 

Q dx dy 


r r Ql1S.^dxdy 
J /R(r,y)’ 

X = E*“, y = E‘“', R = r*^*A*, 


el ou I’mt^grauon doit 4tre 6leadue, tant par rapport k x que par 
rapport k y, le long d’une circoui^rence ayant pour centre I’on- 
gme et pour rayou I’unit^ 

Ces coetficients Bmm , sout des foncUons de I’mclinaison, 

des excentriciles, des longitudes des pdnWlies complies & partir 
du noeud el enfin des grands axes Nous avons appns dans les deux. 
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Chapitres pr^c^dents k d^\elopper ces fonctions suivant les puis- 
sances des excentncit^s et des inclmaisons eL il s’agit mamlenanl 
de savoir quelles sent les conditions de con's eigence de ces series 
Nous n’durons pour cela qu’a appliquei la m^lhode de Cauchy 
et a cherchei les points smgulieis de ces fonctions 

281 Nous sommes done ainsi amends a expliqnei comment on 
trouve les points smguliers des fonctions lepiesenlees par des 
intdgrales ddfinies et d’abord par des intdgrales ddfinies simples 
Soit 

J* R(rp, z) dx^ 

une integrale ddfime prise par rappoit a le long d’un ceitam 
contour cette mtdgiale seia alors fonction du paiametie z 

Poui que pour cette fonction une \aleui de z soit ciitique, il 
faut d’aboid que Tun des points smguliers de 3 ), considerde 
comme fonction de j;, se tiouve sur le contoui d’mtegiation 

Mais, comme on pent defoimer ce contour d’une maniere con- 
tinue, on peut le faire fuir de\ant le point smgiiliei, et I’on n’est 
arrdte que lorsque ce contour se tiouve pus entre deux points 
smguliers et ne peut plus fuir 

On obtiendia done toutes les valeuis ciitiques de 5 , en expri- 
mant que deux des pomts smgulieis de R, consideree comme 
fonction de se confondent Mais toutes les \aleuis critiques 
ainsi tiouvees ne conxiennenl pas, il faut, en eflet, que les deux 
points smgulieis c[ui se confondent ainsi soient, a\ant de s’dtie 
confondus, de pait et d’autie du contour, e’est seulemcnl k cette 
condition que le contoui, pus entre deux feux, ne peut plus fuir 
Soit done 

<p(ir,^) = 0 

I’^quation qui expiime que la fonction R(r, piesente une sm- 
gularite, ct supposons qu’elle se decompose en un ceitam nombie 
d’^quations ind^pendantcs, trois par exemple 

<pi(a?, - 3 ) = o, cp2(a7 z) = o, s) = o 

On obticndia les valeurs ciitiques de z de Tune des deux ma- 
nieies suivantes 

I" En annulant deux des tiois fonctions (pi, cp^, fa? et en ^cu- 
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vant, par exemple, 


cpi(a?, z) = cp 2 (^, 3) =0 


En ^liminant x et r^solvant pai rappoit a s, on ama une valeur 
critique de z 

2 ° En annulantTnne de ces trois functions et sa d^iivee et 6cii- 
vant, par exemple, 

cpi (r, z) = 


— 


dx'~ 

On aura encore une valeur critique de 3, en elimmant x et resol- 
vant par rapport a z 


282 Conbidttons mamtenant une mtej»iale double 





envisagee comme foncLion du paramctie r et 6tendue a un champ 
quelconque 

Le cas particulier le plus simple est celui ou Ton doit int^gier 
par rapport a x, le long d’un contoui h:Ae md^pendant dey? 
par rapport ^ , le long d’un contoui fixe ind^pendant de x C’est 

pr^cis^menl ce cas paiticuliei simple que I’on rencontre en ce 
qui concerne le^ int^giales (i j et (2 j 

Ici, en ellet, les deux contours Gr et ind^pendants, le premier 
de le second de 2 ?, soiit deux circonfeiences de centre zero et 
de rayon i , le premier dans le plan des x^ le second dans le plan 
des 

Soient done Cx et Cy les deux contours fixes d’lntegration par 
rapport k x elky Sort 

®(r. -3)= y R(a?,7, 

I’lnt^grale ^tant prise le long de Cr 
Notre integrate double sera alois 

■n(^) = J 

I’lnt^grale etant prise le long de 
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Nous n’avous plus appliquei les prmcipes du numero pre- 
cedent aux: deux int^grales simples 



Nous devons observer toutefois que nous risquons de n’obtenir 
amsi que des conditions n^cessaires et pas suffisantes £n effet, 
nous avons obseiv6 plus haul que toutes les valeurs critiques ne 
conviennent pas 

On obtiendra d’autres conditions egalement n^cessaires en chan- 
geant de coordonnees, et en paiticuliei en permutant r et j/", c’est- 
a-dire en mtervertissant Fordre det> integrations 
Soit 

Fequation qui exprime qne la fonction R a une singularity. 
Decomposons cette equation en equations irreductibles 

(3) z ) = 0, y '5) = o, cp3(a", -s) = 0 

On obtiendra les singularites de la fonction 9 (j/*, 

1 “ En annulant deux des foncLions 0 ^, ^ 2 ? et ecrivant, par 
exemple, 

cpi(ar,7,5) = = o» 

2 ° En annulant une des tioib loncLions et sa derivee et ycrnant 



Ces singulantes peuvent ne pas toutes consenir, car il peut arri\er 
que les deux points singuliers, qui se confondent, soient d un 
myme c6te du contour d’lntegralion 

Pour avoii les singulantes de considerons mamtenant 

celles de 9(y, s), qui nous seionldonnees pai des systemes d’ equa- 
tions de Fune des deux formes 


Tl= ?2— 0 , 



et cherchons les conditions pour que deux de ces singulantes se 
confondent 
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Si nous considei'oub z comme un parameLie, ^ el y comme les 
coordonnees d’un point dans un plan, les equations (3) lepie- 
sentent un reitain nombie de conrbes planes 

Les singi laiiLes de 6 donnees pai un sjsteme d’equalions de la 
foime 

Cpi = Cp2 = O 

correspondiont aux points d’lntei section de ces courbe^, celles 
qui seiont donnees pai un sjsteine de la forme 


coiiespondiont aux points de contact d’line de ces combes a^ec 
une tangente pai allele a I’axe des r 

Pom qiie deux de ces singularit^s se confondent, il faut 

I*’ Ou bien que tiois des fonctions cp s’annulent a la fois 


©1 = «p2 = 93 = 0 , 

2 ^ Ou bien que Ton ait a la fois 




?- = o 

dec 


Cp2 = O, 


mais, comme la condition ne doit pas dependie du clioix descooi- 
donnees, et qu'en paiticulier elJe doit subsistei quand on per- 
mute or et >% on devia avoii aussi 


et, par consequent, 


Oi 



Cp2 = O 


‘?1 = 


__ 

dx dy ~ 


ce qiii veut dire que Tune des combes (3) aura un point double, 
3” Ou bien que les deux courbes 


Cpi=Oj ©2 = 0 

soient tangentes I’une a 1 autie , 

4® Ou enfin que les deux courbes 
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soieiil tangenles Tune a I’auLre Mais cela entralne ou bien 


[o5 


ou bien = o, mais, comme la condition ne doit pas rhangei 
dx* ’ 

quand on permute x et on dcMa avoir dans tous les cas 


„ _ ^ = £[2i =:o 

dx dy 


En r^sum^, les valeurs ciitiques de z sont 

i“ Celles pour lesquelles tiois des combes (3) se coupent cn 
un m6me point, 

2 “ Celles pour lesquelles deuv. de ces courbes sont tangcntes, 
3® Celles pour lesquelles une de ces combes a un point double 

Seulement toutes ces valeuis peuvent ne pas convenii, cai les 
deux singularites qm se confondent pement ^tie situees dun 
m^rae c6te du contoui d’mlegration 

El d’ailleurb nous avons vu que nos conditions ne sont que ndces- 

saires 


283 Appliquons ces piincipes au\ int^grales (i) et ( 2 ) La 
fonction sous le signe ^ sera hoiomoiphe tant pai lappoil a et y 
que par lappoit aui excenliicitcs e et e' et i sin-» J elant I’lncli- 
uaibon 

11 y aura exception seulement 

I® Si e = I et e'= i (condition oil x et y n’mteivienncnl pas 
et sui laquelle nous reviendions), 

2 ® Si a? ojxy ebt nul ou infim , 

3® Si A s’annule, c’est-a-dire si 

R= 6a:* y*, 

qui esL un polynome entiei du sixi^me 01 die en est ^gal 

A zdro 

Cela ebt viai quels que soient les entiers in et wl ^ cela est vrai 
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d’ailleurs aussi bien de Tinlegrale (2) que de I’lnt^grale (i) car 

Q et 

ne cessent d’etre holomorplies que si a? ou jk est nul ou mfim 
Les courbes qiii correspondent aux couibes ( 3 ), c’est-a-dire 

celles dontles equations expnment que la fonction sous le signe 

cesse d elre holoinorphe, se r^duisent done, en ce qui conceine 
les integiales (i) et (2), aux quatre droites 

( 4 ) 07 = 0 , y = Oj 07 = 00 , y z=z CO 

et a la courbe du sixieme degre 

i^bis) R = o 

Cette dernieie, dans le cas ou Fmclmaison est nulle, se decom- 
pose en deux courbes du tioisieme degie 

Ri = o, R2 = o 

Pour trouver les valeurs critiques des excenlricit^s ou des incli- 
naisons, nous devons done cherchei celles pour lesquelles tiois 
des courbes ( 4 ) ou (4 bis) se coiipent, ou pour lesquelles deux 
de ces couibes se touchent, ou pour lesquelles une de ces courbes 
a un point double 

Mais, comme ces courbes sont les m^mespour les mt^grales (i) 
et (2), les valeurs pour lesquelles une de ces trois circonstances 
se presentera seiont ^galement les m^mes pour les integrates (i) 

Amsi les valeurs critiques des excentricites ou des inclinaisons 
sont les m^mes pour les deux integrates (i) et (2) 

Mais une question pourrait encore se poser, nous avons vu que 
toutes les valeurs cntiques ne conviennent pas Ne pourrait-il ae 
faire qu une de ces valeurs convint a (i) sans convenir a (2) ou 
inversement 

La reponse doit etre negative Comment se fait-il, en efFet, que 
certaines valeurs critiques conviennent et que d’autres ne con- 
viennent pas*^ Pour nous en lendre compte, faisons varier d’une 
maniere continue I’un de nos parametres, par exemple I’excentri- 
cite e, et, en m^me temps, deformons d’une maniere continue les 
contours d’mtegration Nous devons dinger cette deformation de 
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telle sorte qu’aucune des valeurs smguh^res d^fimes par les 6qua- 
ttons (4) et (4 bis) ne se trouve dans le champ d’mtegration 
Si, e variant d’une mamere conUnue depms z6ro jusqu’aeo, on 
pent s’arranger de fa^on que cette condition ne ces&,e jamais d’etre 
remplie, c’est que eo n’est pas une veriuble valeur critique, eo ne 
comient pas , SI, au contraire, il est impossible de s’arranger pour 
que la condition soit remplie (parce que, tomme je Texpliquais 
plus haul, le contour d’int4gration se trouve pus en.tre deux points 
smguliers), c’est que Co est une veritable valeur ci'iuque, e« con- 
vient 

Faisons done varier e de z4ro k ea et, en meme temps, d^formons 
nos contours d’mtegration en paitant des contours imtiaux 

|a7l = i, lrl=> 

qui sont les m^mes pour les int4grales (i) et ( 2 ); si e# ne con- 
Ment pas a I’lntegrale ( 1 ), c’est que nous pouvons deformer nos 
contours de telle fagon qu’a aucun momcnl une des valeurs sin- 
guh^res satisfaisant aux Equations (4) et (4 bif) ne se trouve dans 
le champ d'mtegration Mais, si cette condition ne cesse jamais 
d’etre remplie en ce qui cone erne I’lnK'giale (i), elle ne cessera 
jamais non plus de I’^lre en cc qui coni erne I’lntegrale ^a), 
puisque les equations (^4) et (4 bis) qui dcfinissent les valeurs sin- 
guheres sont les mSmes pour (i) cl poiu ( 2 ). Done eo ne con- 
viendra pas non plus a I’lnt^grale ( 2 ) c.qf.d 

Voici done un premier rdsultat 

Les coefficients Bm,m' d.u d^veloppement de let ffonction pei- 
turbatnee suivant les anomalies extentiiqu.es, ainsi que les 
coefficients du ddveloppenient suivunC les anomalies 

moyennes sont eux-mlmes dAvetoppables suivctnt les puissances 
dei excentricitSs et des inclinaisons 

Les limites de convet gence de ces nouvectujc developpements 
sont les mimes poui les coefficients et pom les coeffi- 
cients elles sont les mimes pow to us ces coefficients 

quels que soient les entiers ni et m'. 

284 Nous examine! ons spctialemcnt Ic cas oCi les excenlricites 
sont nulles etcelui oh I’lnclmaison est nullc 
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Dans le cas o£i lea eicentncites sont nulles, il n’y a plus k faire 
de distinction entre les anomalies eicentnques et les anomalies 
moyennes, de sorte que 


Q = i. Q = o, 

J' J' d^dy 


Cette derni^ie intdgiale pent encore s’^ciire 


If: 


on bien en posant comme au n® 2S9 


y = ay'. 


nous pouvons encore I’dcnre 

dz dw 


Iff dsdw _ 1 C f dzdw 

J ar«j^«»+iA ~'ij J sPu,P's‘ 


en posant 


P = 


m — m' — 2 




m-H /n'-h 9 


Quand a: ety decnveni ohacun dans lexirplan des circonferences 
e rayon 1 , z et pp font de m^me, mais, ^ cbaque couple de valeurs 
de ■» et tp situees sur ces circonferences, correspondent deux 
couples de valeuis de x et de^, on oblient done deux fois I’lntd- 
grale, de soite que, finalement, nous pouirons denre 


(5) 


— 4'>t^A= f f 

J J ZPwPy 


1 integration dtanl 6tendue, tant pour z que pour w, & une circon- 
t^ience de rayon i ayant son centre k Torigine, de teUe faQon que 

|*| = |»| = i 

'drer sur I’lntegrale (5) que sur Pintd- 
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Nos courbes smgulieres sont alors 

z=o, «> = O, * = », (V = », A' = o 

Nous devons alors cherchei la condition poui que trois de ces 
courbes se coupent en un m 4 rae point, on poui que deni, d entre 
elles se touchent, ou pour que Tune ait un point double 

Nous n’avons pas k nous inqui^tei de la piemitie condition, la 
courbe A^ = o passe toujouis pai Tongine, or, pourqu’une fonc- 
tion d4finie par une integrals d^finie piesente un point singulier, 

il laut que deuv points singulieis de la fonction sous le signe^* 

pi imitwement sepal es a se confonJie, c’est a-Jire, par 

e-vemple, que trois combes smgulieres (^xa. ptimitwement ne pas- 
saienl pas pat un mime point iiennent a passei par un m^ine 
point Ge n’est pas ici le cas, piiisque les uois courbes A^ = o, 
^ zr: Oj (V = o passcnt toiijouts pai un in^me point 

De m^me la couibe o passe toujouis pai les points, 

z = o, «p» = oo, 5 = 3C, W = 0, z == w = 00, 

do soite qne nous n’avons pas a nous mquietei de cette condition 
Poui que 5 = o ou 5 = 00 touclic o, il faut que 

ixaa' = o soil = o 

Poui que (V = Oj ou (v = 00 touche = Oj il laut que 
vaa'=o soil ^ = 0 


Poui que A*^= o aiL un point double, il faut 

___ ^ ^ ^ 

(Uv dz ’ 

c’e&l-a-diie 

«» = ±: I, ^ ± 1 

et 

a*-i- 2(JLaa'± 2vaa' = o 

28 b Examinons de plus pits ces lesultats Nous verrons d’abord 
quo les solutions p = o ou v = o ne pouvaient comemr k la ques- 
tion Supposons, en eflel, d’abord que, remplacant p pai i-v, 
on developpe suivant les puissanres de v Si la valeur v— o ctait 
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un v^ntable point singulier pour la branche de la fonction consi- 
d^r6e, Ic d^veloppement suivant les puissances de v serait toujours 
divergent , or nous savons qu’il n’en est pas amsi 

Si la valeur [jl = o ou v = i dtait un point singuliei, nous 
devnons en conclure que la sdrie diverge d6s que lv|>i, mais 
nous n’aurions pas k nous inqui^ter de celte consequence puisque v 
est toujours < i 

Supposons maintenant que Ton developpe suivant les puissances 
de [JL etv legardees comme des variables mddpendantes , si [x = o, 
ou bien v = o etait un veritable point singulier pour la branche 
de fonction consideree, le developpement serait toujours divert 
gent, et nous savons qu’il n’en est pas ainsi et que le developpe- 
ment converge pourvu que [jl et v soient assez petits 

II est aise d’ailleurs de constater que, pour les petiles valeurs 
de [A et V, les points singuliers qui se confondent pour v = o, par 
example, sont tous deux interieurs, ou Lous deux exteneurs au 
contour d’lntegrauon On pourrait toutefois se demander s’ll en 
serait encore de m^me pour des valeurs plus grandes de [jl Mais 
la r^ponse est ais^e, si les deux points singuliers sont tous deux 
intdneurs au contour pour [x petit, puis que nous fassions varier [jl 
d’une manieie continue, les deux points singuliers A et B el le 
contour vaneront aussi d’une mani^re continue, mais ces deux 
points ne pouriont cessei d’dtie mtdiieurs au contour que si Pun 
d’eux, A par exemple, franchit le contour, mais alois, nous pour^ 
rons toujouis faire fwr le contour devant le point A, k moms que 
ce point A ne se confonde avec un autre point singulier G primi- 
tivement extdneur au contour, different par consequent du point B 
Mais alors la convergence cesserait dej& par suite de la coincidence 
des points A et G On n’a done pas k s’lnqui^tei de la coincidence 
possible des points A et B puisqu’elle ne pourrait amener une 
singularity de notre fonction, qn^apris que la conveigence aurait 
dyj^ cessd pour d’autres causes 

Ainsi les pomts singuliers p. = o, v = o ne conviennent pas k la 
branche de fonction considyrde, nous devons aj outer qu’ils pour- 
laient convenir k d’autres branches de la fonction qui seraient 
dyfinies par I’lntygrale (5) dtendue k d’autres contours que celui 
qui est dyfiini par les deux Equations 
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286 Poul la branclie dLudi^e, nous n’avons done k nous prd- 
occupei que dela condition (6) 

Posons V = sin-^ - el proposons-nous de dcvelopper suivant les 
puissances croissantes de v La contliLion (5) devient 
-h 2 art' [±(r — v)=tv] =o, 

ce qui peuL b’eciue de Tune des deux maniiues suivanlcs 

(5 dis) (a'±ay= o, a^-ha'^± ?aa'(i — ^ — o 

Dans la piemioie de ces lelaLions v n’eiiLie pas, la seconde 
donne 

/laa' 

Le rajon de conveigence sera done la plus petite des deux 
valeuis 

j(a'±a)^} 


c’est-i-diK 




Ainsi la condition do convcigcaco du devcloppemcnt sera 


, J . (rt ' — 
sm^ - < 
j 4 


La dibcusbion des equations ( ) dis) monlieiail de inline que les 
coedicicntb ddvcioppables suivant les puibbances de a, 

pouivu que 


Considdrons inainlenanl p. cl v comme deb vaiiableb ind(5pen- 
danles cl diSveloppons suivant les puissan< es de p et v 

La relation (()), qui dcdnit les limiics de convergence, b’^ciiL 
aloib 

a'^zt ^aa'ixdz ?aa'y = o 


dr |x db V = 


rr^-hrt'i 


La condiliou dc (ouvcigcnce du ddvelojipcmcnl esl done 
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J l6 

d’ argument variable; faisons de m^nie pour e’ , Le maximum du 
module du premier membre de (9) est 

I 1 1 e'- 1 H- laa' \ ee' cos(t*j — w') | ; 

la condition de convergence est done 

a - 1 02 1 a'^ I e'2 1 2aa'\ ee' cos (to — m' ) \ <C {a ' — a)^. 

Nous sommes ainsi conduits a supposer que les scales condi- 
tions de convergence de notre developpement sont 

(I.) ! 

I ^2 1 1 e"^ I H- 2aa' | ee' cos (to — to' ) | < (a — ciy. 

Je ne voudrais pas entrer dans trop de details; je ne puis cepen- 
dant me contenter d’un aper^u : il fa at done que j’explique en 
quelques mots comment on pent donner a la demonstration toute 
sa riguear, 

Considerons le domaine D defini par les inegalites (12). line 
contient pas de valeurs singulieres satisfaisant aux equations (9) 
et (i i). Mais il en contient qui satisfont aux equations (7), (8 ), (1 o). 
Si Pune de ces valeurs convenait, il en serait de meme de toutes 
celles c|ui satisferaient a la meme Equation et qu’on pourrait ren- 
contrer en faisant varier e et e' d’une maniere continue et sans 
cesser de satisfaire a cette equation. Cela serait vrai au moins en 
ce ejui concerne la determination de la fonction que Ton altein- 
drait par cette variation continue. 

Or on verrait qu’on pent atteindre, par une variation continue, 
une quelconque des valeurs singulieres qui satisfont aux equa- 
tions (7), (8), (10) et aux inegalites (12) en partant de la valeur 
e = o, e' = 0 et sans cesser de satisfaire k ces equations et sans 
sortir du domaine D. La valeur singuli^i'e e = 0, e' = 0 ne con- 
venant pas, aucune de ces valeurs ne convient. 

Les conditions (12) sont done les scales conditions de conver- 
gence. 

La troisi^me condition (12) sera satisfaite quels que soient w 
et si Ton a 

\ae\-\-\a' e' \<i a' — 
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c’est-^-due si la chsLanco pciihdlie (I(‘ Tune des pKiiiotes est plus 
grande qiie la disiance aj)h<^lie de I’aulie 

i288 Le theoit^ne que noas avoiis applnjiu* a la lin du num^io 
precedent ost analogue a celui que nous a>(>iis lenconUo au 11 “ 28o 
et pOLiirait s’clahlii de la nn'ine iiuiiueie Mais il \auL mieu^s. le 
iaUach(‘r a an theoieinc* (l’Aiialys(‘ 

Si, dans un domainc L) siiiiploinenL (oniu'xo, une foncLion de 
deux variables F{x, r) esL liolomoi plie, saul e poui les 

points qui salisfonL a uiic lelalioii aiialyLufue 

^ — «p( y)^ 

et SI un dc ccs points 

jK = nh 

est oidin<iue, il eii seia de indiue de Lous l(‘s «hiIi(‘s 

En eflet, d’ahoid si < (‘ poml <‘sl oidniaiM^, il (ui s<‘ra de m^me 
de tons les poinls voisins 

Deci I voiis uiaintenanl (Luis l<* plan des f uii < oiiLoiu Lies [)etit, 
autoui du point douleux i =<p( ) ) Soil /:=*{;()) uu des points 
dll conLout Nous pouvons su|)pos<‘i (pu^ l(* (ouloui s(‘ dc'^foiine 
d’une mani(‘ie ( ontiiuie (piaiul y vau(‘ (I’une nianiiue (‘ontinue, et 
que i^{y) est une lonchou aiialylupie 

le dis (I’aboid (|ue y) <‘sl uu(‘ fonc^ion uinloiiiu* 

Supposons, eii ell<‘l, qu’elL* 1(‘ soil pas, <pu^ V^{jc,y) et 
F 2 (a?, v) soKuil deii\ de s(‘s <l<‘l(*i ininahoiis, (‘l (|u<‘ Ton passe dc 
Tune a I’aulie <|u«uid / d('( iil l<‘ < oiUonr Alors 

} h > \ 1^1 '1^( yu > I H{ y) 

seiaiL une ioiiclioii aual'^lupu* d(‘ )% inais <(4U* (oiii.Uon sciaiL 
iiallc-‘ poui 1 = ) (U poui l(‘s N<d(‘uis voisiiu's, puiscpu* la fonc- 
Lion L j esi iimioiine pom )'* _ (‘i poui l(*sv<deinsvoisines- 

La lon(‘Lion («)(; ) esl doiu uull(‘ poui louies les valeius do ret, 
pai cons(‘(|ueuL, !■' ) (*sl uuijoiuu' |)oui loul(‘s l<^s vaLjuis dey 

Laloiulioii F eiaiil iinilonne, la (‘oudilion pom ([uv J =cp(y) 
soil un pouil oidincUu% (‘’(‘sl (pie rinU'giaL^ 

y I’ ( f/u, 
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prise le long clu contour, soil nulle cjuel cjue soil I’entier positif m. 

Cette integrale est une fonction analytique de ; elJe est nulle 
pour K=jKo et pourles valeurs voisines puisque x = est un 

point ordinaire ainsi que les points voisins. Elle est done identi- 
quement nulle, et le point x = est ordinaire quel que soitj''. 

Le tlieoreme s’dtendrait aisement au cas ou tous les points de D 
seraient ordinaires, sauf peut-etre ceux qui satisfont a Tune des 
n relations analytiques 

* = a; = (p2(jK), ..., a; = (p„,(_y), 

et ou Ton saurait, d’autre part, que les points 

y—yu ^ = <fi{yi\ 

y = yi, ^ = 


y=yn, X = <p,i(y„) 

sont ordinaires . 

Nous nous bornerons aux cas particuliers simples traitds plus 
haut, Lien que les m4mes proc6dds soient applicables au cas general. 
Nous mentionnerons toutefois que M. Feraud a traite d’autres cas 
particuliers dans le Tome X des Annates de L’ Observatoire de 
Bordeaux . 
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289 Reprcnons les dquations du n" 280 


(0 




■=/L- 


da dy 




' dv dy 

xmym’ 


([III (Idfiai'.senl les coefficients du devoloppcmenl, soil suivant les 
anomalies cxconlriques, sou suivant les anomalies moyennes 
Rappclons qiic 




Ccs e(.el(ioT(>iits A el li sont dcs functions des dldmenls, par 
CAcmpIc des {-lands axes, dcs cxcenliiciU-s el des inclmaisons et 
Ton [lent se [iioposot I’dtudc analylujuc dc ces foncuons Je me 
piopose de inonlier 


i" Que cos lonolions salisfonl a dcs Equations diftdientielles h- 
ncaiK-s, donl les cooKicioiils soul dcs foiiclions ralionneJlcs des 
cliiinculs 

'•>" <>’il y a (-nlro ics lonciions, ou du moms entre les B, des 
tclalious dc idmtmicc liiii'-aiics donl les coefficients sont des 
tonclioiis laLioiiuolUs <lcs dlrrncnls 


290 A cel edet, jc vais envisa},mr iinc cxpicssion plus gdndrale 
dcfinic comine les A el Ics B pai unc intdgrale double 
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Soil 

( 3 ) 

J J 

une integ'iaie double prise le long de contours fernies. 

H, 0 et F sont des polynomes entiers en a:, i\ - dont le 

. ■ ^ ■" ’ y 

degre est respectiveiiient X", co et /*. Quant a 5, c’est la moitie d un 

entier impair. 

Avant d aller plus loin, il laiit que j’explique ce que j'entends 

par le degre d un polynome en y, i . Un pared polynoine 

est de la forme 


a el b etant des entiers positifs ou negatifs. Je dirai 
degre m si 

I « I = /u, ! (6 I ™ m. 


qu’d est de 


Un polynome de degrd m contient (2/» -f- 1)^' eoerficienls arlii- 
traires, puisque a de m^me que b pent j:)rendre 2ni 1 valeurs. 

Ceci pose, je suppose que 0 et F soient des polynomes donaes, 
mats que nous fassions varier H. II y a (2// -+-1)^ polynomes H de 
degrd h lindairement independants, mais pour quelques-uiis 
d’entre eux la fonction n est nulle. EnelFet, si P est un polynome, 
I’integrale 

f f± l^ydrdr 
J J dx yFo+i " 

sera nulle. En effet, intdgrons d’abord par rapport a x, nous trou- 
verons 

ylts-l' 

^ Comme nous iiitegrons le long d’un contour ferine, cetle quau- 

titd reprend la mdme valeur aux deux limites et I’integrale est 
nulle. 

On verrait de mdme que, si Q est un polynome, I’integrale 


QEQ 

J dy 


dx dy 


est nulle. II suftirait d’intdgrer d’abord par rapport a y. Done 



RFIATIONS DL RK URRtNCr IT EOUAI ION’S DIPH HI NTIELI FS 
n sera mil si 

HEt-^ ^ PE^ ^ QJiii 
a yF'' dx dy t F'-i ’ 

c’est-a-(lii c bJ 
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(4; 




Si P (‘I sonl <1(‘ <l<‘ 0 | e //, nous \o vons que Ic cleuiieine meinbie 
csL (le (loj'ic /; -|- / -I- 0 ) Nous (1( voiis (lone avoii 

/> = // — / — to 

II y a (loiu ( >// — p / — . oo> -h i)*^ polviiomob P disLiiicls el au- 
l<uil do |)ol)n()iu(‘s (^> JNous poiiNous done loi inoi 

>{ >h — >/— >to h I)- 

lolalioiis tic la lor mo ) Mais ((»s lolaLioiis sonl-tdles disLiiicles, 
no |)oul-il pas aiiivtu quo l<‘ douMmno mombic do i 4j soiL ideiiLi- 
qucmciiL iiid ^ (Jltda an in (‘i a si 


< ’osl-a-<lii <* SI 


d_ PF‘i d QEi^ 
dt > ' I dy f I"'' ^ 

dr ^ PE^^ dy 
io'i “i ft- 1 ~ 


osi uiK* (lill( I (Mil i<dl<^ (‘Vaili*, )(» I (‘pi (‘s(Milc ( t*U(‘ (lilltM (‘nlicllo ])ar 


ShU 


<M‘ ([III (loilIK 




lo (lis (|u(‘ S (*sl iin |)ol>noiu(‘ (‘nh<*i ^(‘u / ^ i, ^ , Ij cL d’ahoitl 
qu(M‘’<‘sl un(‘ loiK lion nniloiin(‘ 
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L’mt^grale J dU ne pr^sente pas de p^riodes cycliques 

Supposons que Ton calcule cette mt^giale en regardant y comme 
une constante et en faisant d^crire d x dans son plan une courbe 
ferm^e, k Tmt^rieiir de laquelle il y ait un nombre pair de va- 
leurs dex telles que F = o II en r^sultera que quand on aura d^crit 
cette courbe ferm^e v/F et F*"' reviendront k leur valeui initiale. 
L’lnt^grale prise le long de ce contoui serait une p^riode cyclique 

de J dU 

Oette pdriode^ si elle existe, sera une fonction de y Je dis que 
cette fonction devra se r^duire k une constante Si en effet la fonc- 
tion U admet deux determinations U' et on aura 


et, par consequent, 
(6) 


dy ~ dy ~ yF^-^' 

d(U—U') 

L = o 

dy 


Si Ton se reporte mainteiiant k I’analyse de M Picard dans son 
Ouvrage sur les fonctions algebriques de deux variables (t I, 
p 88 ^ 90), on verra que cela ne saurait avoir lieu sans que la 
periode cychque soit nulle si le polynome F est le plus general 
de son degre et dans beaucpup d’autres cas encore 

2“ L’lntegrale ne presente pas de periode polaire Elle pourrait 

en presenter si la fonction sous le signe J devenait infinie, mais 

cette fonction ne pent devenir infinie que pour ^ = o, ou y — 
ou F = o 


Pour F — 0, la fonction est infiniment grande d’ordre s — i a 
moms que F ne soit divisible par un carre parfait, ce qui n’arrivera 
pas SI F est le polynome le plus general de son degre La fonction 
n’etant pas infinie d’ordre entier, il ne pent resulter de l^i une 
periode polaire 


Soit maintenant ^ = 0 Developpons la fonction sous le signe J" 

suivant les puissances entieres positives et negatives de x de telle 
fagon que Ton ait 


QEQ 
a7F^— 1 






RELATIONS DE RECURRENCE IT EQUATIONS DIFPERFNriELI ES 

ies Cm ^tdnt des foncLions de y, alorb nous aurons une p^riode 
polaiie qui sera 

7 


En veitu de rdqudtion (6), celte p^node devra ^tre une con- 
siante ind^pcndantc de y Je dis quecetie conitante est nulle 
Sou une des racines simples de I’^quation 

= 0 

Bien entendu, avaul dc faue a; = o, il faut multiplier F par une 
puissance convenahlo de x de lacon que F resle fmi pour x =z o 
Fdisons vaiier y de faQon que celte variable revienne k sa valeur 
inuiale^prjs avoir louiiie autour de alors v/F se changera 

~ ^ ~ ^ consequent, C_, en — C_, , mais, 

comme C_i est une oonstanLc, ou a 


d’ou 



c Q F D 


11 n’y a done pas dc periode polaue pour a? = o et Ton verrait 
de m6me qu’il n’y on a pas poui y = o 

Le raisonncmcnl pidcedoni ne s’appl.qucidil pas loutefois si F 
se rdduisail a uu c aite |)dilail pom r = <) 

3" Mais S poui tail cueoie no pas Oue unilormc pour une autre 
cause Supposons que I’ou pieiim* I’lnldgiale U Ic long d’un con- 
toui envcloppaiu uu iiomhre tmpaii de valours dc v qiii annu- 

lent t Alois y/F so cliange ou — \/F qu.md on parcourtce con- 
tour 


DoncUscchaiigo(‘uU'-.-/i_lI,/MHanluneconstautequinepeut 

ddpendic de , 1< . I’d.iual.on ((,) ue s’apphque pas cl la difFdrence 

‘-“.S/F ayanl cliangd de 

^ P*'*' cg.uix, mais dgaux ct de signe contraire, 

de sorte que 

dy ■ dy' dy~'^ 


Ainsi h csl un<‘ oousiaulo alisolue !)<> plus, si nous consid^rons 
un autic contour analogue qui ehaiige U en 1)" = //— [J, je dis 
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1^4 

que les deuxconstantes hex A'sontidentiques, sans quoi I’mt^giale 
admettrait la pdnode A' — A 

La constante A dtant la m4me pour tons les contouis, nous pou- 
vons choisir la constante arbitraiie d’lntegiation de facon que 
A = o \lors notre int^giale ne seia susceptible que de deux 
valeurs U et — U D’ailleurs le signe de U cliangera en m^me 

temps que celui de y'F, de telle soite que et pai consequent S 
est une fonction uniforme 

4"' S est un polynoine entiei en 


En effet, I’lntegiale et S ne peiivent de\enir mfinis que si les 
d^nvees 

am 

dx ’ dv 

deviennent infinies, c’est-^-diie si 


ir = oo, y = oo, a:‘ = o, jK = o, F = o 

Pour F = o, les ddriv(^es deviennent infinies d’oi die 6 — i etpar 
consequent U devient infini d’oidie ^ — 2 et S leste fini 
Voyons comment se compoite S pour x ties grand Les termes 
pr^pond^iants de F, Q, Q se leduisent respectivement a xP 
et multiplies par une fonction dey{ /*,/> et to etant les degr^s de 

F, Q, Q) Done -^r^duit a ses termes pi^pond(§iants se leduira a 


et U a 
et enfin S a 




®(r) et /lO ; 6tani des fonctions de j laciles a founei 

On trouveiait le in^me r^sultat en cherchant comment S se 
comporte pour ur = o , il suffirait de changei /, p et w en — /, —p 

et — (o On raisonneiait’encoie de m^me pour y tres giand ou tr^s 
petit 

Done S se comporte comme un polynome de degr^ 


P — J — ta=:A — — 20) 



RELATIONS Dl RhCUKRLNCE feT L^UVIIONS OIPEF rev , , c-i i w 

^ I iCiLLtS 1^3 

C’est done- un polyuome <le <lcJ^u A _ 9/_ato, dependant de 

(7/i - 4 /— 

cocfficicrUs ailuLicUios 
Done painii les 

>( >// > f — 210 -i- 

xelalions (4j il cu a seuleni(‘iii 
>(,/, - '/- + 

qiii soul distiiicles Done nous n’avons (jue 

(i/f -+- I pH- — 4 / — -i'o -I- I).! — >, >h ~ ,f )to -f. i|i 

evp.es.ious n cfui soi<>«t lim>.mcMucul mdiipendante. 0i ce 
noiribie est ogal a 

H ( / -f- to 

H esl done .udopoudaul do /, s Done , ,,uolc,ue j-rand que soit le 
degic dc k dll polynon.o II, nous u’amous Lou|ours, an plus que 
8(/ + w)- evpies'sious II dislnu los ’ " 

Rernarquons quo los ovptoss.oiis on s = s„ lenlrent comme cas 
pai Luuhois dan. ( idles ou s h. , pu.sque nous poiivons changer 
A on s+ 1 c-t II en IIK sans eliangei I’oxpros.ion H Done toutes 
Ics expic.sions II, ([uol <|ue soil lo inmihio s, le degie du polynome 
II el ce polyuonie lui-ini-mo, penvoni s’expinnei lin^airement a 
Taicle (Ic* 8(/H- o)- <l’(*iih(‘ (‘ll<‘s 
Si nous pxcuoiis 

^(/ l-co)^ hi 

ciiiresMons II q.i<d< oniiuos, d y .,uia enire elles une relation 
lindane, dont les roe j fu lenls set on! <les fonUions rationnelles 
des coej/u tents <{rs potynomes K, II tint so/H les mimes pour 
tomes ces etptesstons II (ttnst tfue ties dteets potynomes R qui 
nesontpus les mrrnes /tout les tli//efe/ites ezptessions H Cela 
idbuJu* dc* la IcU'oii doul nos r4*Ialious oni i*t<* (orince. 

2}M Ijc noinliK* <|<*s <‘\pi(‘ssions II dislinites peuL s'abais.er .i 
les [lolynoiiK's pi(‘N<*nlon( eoi laini's (‘spec os di* synietrie Supposons 
pai eveinple c[u(> l-i', ii <m || m* < haugonl pas cjuaud on change x 
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en —xetyen —y. Si alors nous ^crivons ces poljnomes sous la 
forme 


^ Aa7“j/*, 


nous voyons que les deux entiers a et h doivent ^tre de mdme 
parite. 

Un polynome de degrd /n pr^sentant cette symetrie ne contient 
plus que 

m2 -h 2 m -1“ 1 

coefficients arbitraires. Nous n’aurons done que 

2^2 -1- 2 A H- I 

poljnomes H. 

Si les polynomes P et Q pr^sentent cette m4me symetrie il en 
sera de m4me du second inembre de ( 4 ). D’ailleurs nous obtien- 
drons de cette fa^on tous les polynomes H syin^triques qui sont 
de la forme ( 4 ). Soit en effet 


<i>(P, Q) 

le second inembre de ( 4 ). Consid^rons deux polynomes P et Q 
non syin4triques de telle fa^on que P(^-, y) ne soit pas ^gal a 

P(— — r) 

et supposons que 

soit dgal a un polynome sym^trique H de telle sorte que 

y) = H( — a?, — _y); 

nous aurons a la fois 

ou, en additionnant et divisant par 2 , 

H(ir, jr) = 4 . P(^.r)-t-P (-ig,— jr) ^ Q(.^,r ) -h Q( - a?, — 

qui est une relation de la forme (4) ou les polynomes P et Q sont 
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j 2^ 

remplac<jij par le^ polynomcb symeliiqucs 

Piao, Y) H- P(— r, — r) Q( 7 , y) -f. Q(- y, _ 

^ ) 

risuffiia done dc coas.deiei les udations (4) fonn.^es avec des 
polynomes t.yincLrique', Noub auioiis done, non plus 

>( >/i — )/ _ >tO _|_ 

lelations (4), maib 

Dem^me,si nous nous lepo.tons aux loUtions (5), nous^ellons 

que, SI P el Q soul symeliiquos, il on seia de nithne de S nous 
auions done ’ 


— V — > w )- -+- >( /j — > / — . > oj ) 4- I 

polynomes S 

En losunio le uomhio des cx-picssions IT disliin les ne stua plus 
mais seuIemouL 

0(// ) -t- 0(/i - a/ — >0)) — ^0{/i— 


en posciriL 


0(/< ) “ i/< -1- I 


Co nomhie scia <loii( 


4 ( / H- to l-i 


202 '\.p|)li<iu(>us (■(• (pu pn.<('‘(|(> aux ovptcssious (t) et ( 2 ), mais 

au[)aiavanl il csl puddi able de les liaiisloi inoi cn posanl 

' = $ 'll r -- 

Alois, A-, qiii diail 1111 pol\noin<> (‘(mlcnaiil des loimcs en 
<levi(*u(li(i lUT j)<)l > uoiiH' (‘Mliet <lu stMojid or(li<‘oii 




I 

)■ ' 


fh 




>S r-S jr-S 
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Ce polyiiome ne change pas quand on change ? et y) en — ^ 
et — Ge sera liii qiii jouera le role de F; nous avons done 

/ = ‘i. 

Le polynome 0 devient de son cote an polynoirie symdtrique dii 
premier degre en 

^ I I 

de sorte que 

CU = I . 


Dans la formule (i), bien enteiidu, ou I’exponentielle ne 
figure pas, ou prenclra co= o. 

Le role clu polynome H sera jou6 dans I’expression (i) par 


et dans 1 expression ( 2 ) nous donneront I’une et 

I’autre un polynome sym^trique en 

S. j, ,, -■ 

Nos coefficients M,nm' et seront representes a un facteur 

niunlirique pres par I’integrale 


f 


ap did-n 

$r,A ’ 


ou Q est du degr^ o ou i et oii 

I 


H 


ou 


0 


xmym' 
\ 


Oil enfin 1 joue le role de F-. Ce sont done des expressions de la 
forme II. 

Les coefficients de ces polynomes F, Q et H sont d’aillem\s des 
fonctions rationnelles des grands axes a et des excentricitds 

e’ et de y/i e-, ^/i — ou, si Ton aime mieiix, de s et de e', en 
posant 


I -H £2 1 4 . g'2 * 

Ge sont 6galement des fonctions rationnelles des lignes trigono- 
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metnques depeadam de rmclinaison etdes pdrihdlies, c’est-i-dne 
de tang - , tang ^ , tang ^ 

Ce sont en resume des fonct.ons ralionnelles des sept quantitds 


a', s', taagi, tans'", tang®', 


1 ^.. longitudes des penhehes dtant comptdes dans les plans des 
deux oilntes, a pailir de I’lnLei section mutuelle de ces plans Ce 
sont ces sept quantitds que nous appelleions les Elements 

nvisdgeons maintenant la derivde de ou de 13 ,„„. par rap- 

port a 1 un de ces elmnents, que ,e designe par a, elle sera ^gale 4 


// 


OU 


ir i£Q 

{i) A'* 


H' = / -- n _ • FI 

\ <■/« d(x/ T “ 


seta un polynome do mdme forme que H Nous retiouvons done 
line expiession do la fonuo II aveo t etlo dilfoience que I’eiposant 
s ([111 otaiL egal a ~ csL maiiiionanl ^ 

Si nous consKldtons uno derive c |.ai lielle sccondc, cct exposant 
dovieiuha f t.en d’ailleuis ne scia rhangd, et il en seiait de 
mf'mo pout les dot t vies d’ordre supitncut 


Auih no', cop(Juu>nts B 

pat ti<’lh‘s (I’oidip pfii 

des eip/essio/is de la Joi me 11 


mm' cttnsi (jiie lams d^rwees 
foppoi t aax eUinents sent 


I.es I onelusions du ii" 290 soul vtaies quand Ic polynome F est 
Ic plus geiK^ial de sou ,lo},i<‘ Flies subsisLeraient bicn entendu 
dans les (as pat In tillers, pat passage a lalimite, marsior ellcs sont 
(litei leineiil applii allies 

lit! ellel le iheoteiuo de M Oieaid s’applique dircctcmenl toutes 
les lots que le polytiomi' F esl itidei omfiosahio 

(/cstie qiii aiiivo pout le polynome dans le cas gdndral du 
[iiolileini' des It ois i oi ps Quand I’itu liiiaisoiicst nulle, le polynome 
I* - It 


<) 
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A- se decompose, mais nous I'estons dans les cas tres ^tendus ou le 
theoreme de M. Picard est applicable. 

11 n’y a done pas de periode cyclique. 

Ponr montrer ensnite qii’il n’y a pas de periode polaire, nous 
avons suppose que F(^, jk) ne devenait pas un carre parfait quand 
apres I’aYoir miiltiplie par une puissance convenable de x on y 
fait ,r = 0 . 

Si nous appliquons cette regie au polynome 

A2=F(^,^), 

cela reviendra a r^duire A^ aux termes en x'^^ ^.7 ? en^”-, 

ou en x-, ou encore en a?~2, Ce 

polynome ne se reduit pas ainsi a un carre parfait. La condition 
est done rempJie. 

293. Appliquons d’abord cela a I’expression (i) et aux coeffi- 
cients nous avons 

/=2, C0=0, 

Le nombre des expressions distinctes est done 
4(/_l_a))2= i6. 

Nous n’avons done que seize coefficients distincts. Done : 

Si I on envisage le deoeloppement de la fonction perturba- 
trice suioant les anomalies excentriques, it y aura entre les 
coefficients des relations lineaires de recurrence dont les coeffi- 
cients seront des fonctions rationnelles des elements , Ces rela- 
tions pet mettent d ex primer tous ces coefficients en fonctions 
de seize d^ entre eux. 

Ces relations de recurrence sont assiinilables a celles c[Lii relient 
les coefficients de Laplace. Ces relations peuvent s’obtenir de la 
fagon suivante; ecrivons les deux identites 




d~ 

\ A 




/ 




j) 

-f. _ i2 _ 0. 

dy 
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Remplacons dans ces identitds A-* et i pai leuis ddveloppements 

suivant les puissances entnres positives et ne'*gatives de r et y et 
^gdlons a zero dans I’une dc cos idenUles Ic coeffident de a^z-’y? 

On a letiouie dans le Nacktas^ de Jacol.i, sans ddmonstiation 
un dnoncc: d’apios lequol le noinbio dcs (oefficicnts distmcts 
serait non pas 16, mais i 5 Cola cst possible, cai i6 n’est ici qu’un 
maximum II seiail uilcicssanl dc poussei la venfication lusqu’au 


294 Supposons inaintcnani quc I’on envisage un coefficient et 
ses denvdcs paiticllcs dcs diveis oubes par rappoil auxiilements 
Co sent encore des expt ossions II, elles sont done h^es a seize 
d’enlie elles pai dcs rcLilioiis liaoaucs 

Amu chacun de nos coe/fuients B, co aside, i com me fo action 
de Van qaelconque des elements, satis/mt a une dquation dif- 
Jdientielle hndau e du seizieme o,d,eaaplus, dont let coeffi- 
cients sont des font tions / ationaeUes des elements 

Si I ouconsiderc deux ou pliisieuis idibnents eomnie des variables 
mdependanlcs, on pent foimci aiissi un lies giandnombie d’equa- 
tions liiKiaiics aiix dei ivees pailielb's ^ 

^ Jous nos toclIiCH'iils H, el loiites Ics d('i iv('“e& pai ticlles peuvent 
sexpiiinei lincaneineiil eii loin lions de sei/e de ecs coefficients 
ou biencncoic en (on, 1,0.1 ,le ruiid’env el de <iu,nze de ses deni 
vees paiUelles 

29.) Bassons ina.i.lenaul au eas de I’exp.ession ( 2 ) et des 
coefficients A,„,„ , qiii soni <eux dii diiveloppeinenl suivant les 
anoinalios mojeniios (ois 

/ — >, ( 0 = 1 , 
i( / I (o)^= io 

Seulemcnl Ic polynome li depend de m et de /»' 11 n’esl done 
pas le uKbne poui diuiv < 01 fin i(>iils A„,„, dilbueiils 

Les (ouelusions du n" 29 ;} u.. se g.'meialiseiiL dom pas 

Au eonliaiie, le polynome 0 esl le mibiie poiu un coefficient 
A„„„'Ctpoui loules ses d<'-i ivees p.uiielles, de soilc one le tlido- 
leme du n" 294 si* geneialise inimi diatement 
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Chacun des coefficients A, considere cornme fonction de Ihin 
quelconque des elements , satisfaitd ane equation differentielle 
liniaij'e du trente-sixieme ordre au plus, II satisfait en outre a 
de nombreuses equations lin^aires aux d^rivdes partielles, si I’on 
regarde les divers ^l^ments comme des variables inddpendantes. 


296. Passons au cas ou les excentricit^s sont nulles ; il en r6sulte 
de grandes simplifications. D’abord, en effet^ il n’y a pas de dis- 
tinction a faire entre les anomalies excentriques et moyennes, de 
sorte que Ton a 

12 = 0 , ^mm' 

De plus on a 
en posant 

oc 

^ = - = «> = = $2. 


a'2 cia' (j. 


-h i ^ aa'^^ ^ 


D’ailleurs les coefficients Knim' sont exprimes a un coefficient 
num^rique pres par Fint^grale 



dz dw 
zw 


ou H esL un polynome entier en -s, pp, 
On a done 


I 



/=!, co = o. 


I 

w 


Le poljnome qui joue le rdle de F est ici A^, et Ton voit que, 
pour ^ = 0 , Texpression sA se reduit k une constante; le raison- 
uement parlequel on d^montre qu’il ne pent y avoir de pdriodes 
polaires n’est done pas applicable imm^diatement [puisque nous 
avons dd supposer plus haut que le premier membre de Tciquation 
j) = 0 ne se r^duisait pas un carr^ parfait pour x = o]. 

Nous pourrions nous tirer d’affaire de plusieurs maniferes diffd- 
rentes : 


I" En nous servant des fonction elliptiques, comme je I’ai fait 
dans le Bulletin astronomique, t. XIV; 

2 ° En revenant aux variables x et y. 

Mais je pr^fere me servir de la symetrie du polynome A^. 
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Ce polyaome ne change pas en efFet quand on change z en 
ou biea cv en ^ Un polyaome satisfaisant a cette double condi- 
tion sera ce que j’appellerai dosoimais symeti ique 
Dans le d^veloppement de i les coefficients de 


sont ^gaux, et peuvent ^tre repr^sent^s k un m^me coefficient 
num^nque pies — ^ par Tune des int6giales doubles 


o\X 



±ia 


dz dw 

3 (V A 



dz dw 
A ’ 


H = 


(jpA -}- 2“ a -j- - 


-a, ^—b 


Nous pouvons done toujoun %upposei que le polyaome H est 
symitrique 

Nous devons ensuiLe rechcrcher quels sont les polynomes H 
sym^Lriques qiu nous conduiscnt a unc inL^grale double identi- 
tiquement nullc Ce sont ceux qui sont de la forme (4) Dans le 
second membie de Foxpiession (4), il fauL, bien entendu, faire 
Q = 0 et rcmplacei r eL y par les vaiiables nouvelles z et iv 

Je remarque inamLenant quo si, dans cette cxpiession (4) ainsi 

modiG^e, on lemjilacc P(5, Q(5, par — 

Q^i, Texpicssion H(;;, (v) sc change en Dem^me, 

SI Ton remplace P(a,<v), Q(s, Jv) par 

I’expression H(s, w) se change en H (^z, 

Si I’on a alois 

P(^,«,) <*-) = '’(--i) — i)’ 

Q(.-, «.)= Q(j>«’) — 

nous diions que P et pidseuleulla symHiie cioisie 
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II est clairque, siP et Q pr^sententla symdtne crois^e, I’expres- 
sioa H pr^seniera la syratiuie diipcte 

Si H pr^sente la sjm^tue directe, je dit> que I’on pouira lou- 
jours, sans restremdre la g4ii6ialit^, suppose: que P el Q onl la 
symdtrie crois^e En effet, si H est symdtrique, on pouira, sans 
changer H, remplacer P et Q pai 


ou par 


ou par 




OU enfin par les deux poJjnomeb 

^ 4 ’ 

~ > 

qui pr^sentent la sym^trie crois^e 
Si maintenant P et Q presententla syin^tne cioisoe, I'expression 
r ( Q ^ dw\ r /* s 

J U'-i 5 F'-i v)= I f 

suppos^e int^grable, presentera une troisieme espece de synietne 
que j appellerai la symetrie inverse, c'est-a-diie que S et U chan- 

^eront de signe quand on changeia u en i, ou bien en 1 
Dans ces condiuons, "" 

— = Q 

dz “ F'-i^ 

change de signe quand on change «> en 1 Si nous posons 

nrdant df , elle sera indd~ 

pendante de (qui joue ici le r61e de j) D’autre part, elle devra 
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changer de signe quand on chdiigcia (v on elle est done nulle 

c Q F D 

Examinons iiiduiLcnanL Ic degie de ccs ddleienls polynomes, 
inais nous ne dcfinnons pas le dcgie de la mdme manieie que dans 
les iiLimcTOs jndcedcnls 

Soil un polynoino cn (r, —j 

A 

Nous diTons qu’il esl de degid m si 

I i'* I -i- I ^ I - />i 

Soil alois h le degn* do FI, nous voyons qiic celui dc P et de Q 
est h — I et que celui de S est /i — i 

Un polyiiome de dogid h conlienL o A + i coelficients ar- 

bitiaircs, mais, s’ll est symetriquo, il n’en conticnt plus que 

(h -h- 1 )^/ synK*Uie esl diiccLe et, on efifet, les coefficients 

do sc deduisent d’un scul d’cnlre ouv, de sorte que nous 

n’avons [)lus a (‘iivisagor (|iio les lcrm(‘s oii les deux exposanls sont 
mils on posilifs wSi la syineUie esl croisdc, il aiiive (poui P par 
exeinple) ([ue les lenrios iiid(*pciidaiils dc z sonlnuls, dcsoiLeqiie 
nous n(‘ devons plus envjsagei que les Leimes ou I’un des e\po- 

sants esl mil, et I’auli e uul ou posiLif Ccla fail - - - ^ ^ eoclficienls 

disLincts Si (‘ufin la synuHiie esl invcise, les Leimes inddpen- 
(lanLs soil (le (T’, soil de 5, sont nuls, cl les deux ex|)OsanLs doivent 

6lie posiLifs, d(‘ SOI le qu’il reste coefficients Nous soinmes 

done conduils au Tableau suivant 


Polynomc 

11 

h 

Syint Luc 

(liiec to 

Nditihu tics coefficients 
(A + r) (/(+■>) 

} 


h-i 

c i()isi‘c 

A ( A — I ) 

1 

Q 

h - I 

( lOISt't^ 

A(A-i) 

> 

b 

h - 2 

invci se 

(Ji — >)(li— i) 


2 
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Le nombre des expressions n distmctes est done 

(A-i-i)(A-h2 (h — -i)(h — 3) ... 

] -I- '-h(h-i)=i 

Done, entre les coefficients dudiveloppement de la fonction 
pel turbatrice, ily a des / elations lineaires de recurrence dont 
les coefficients sont rationnels par rappot t aux elements et qui 
permettent d’exptinier tous ces coefficients d. I’ aide de quatre 
d enlie eux Chacun d’eux, considere comme fonction de I’un 
des elements, satisfait d une equation diffet entielle lineaire 
du quati leme or dre Considere comme fonction de tous les ele- 
ments, il satis fait dun grand nombre d' equations aux derivdes 
partielles Tous les coefficients et loutes leuis ddrivees par- 
tielles peuvent d ex prime! lineairement d I’aidede quatre des 
coefficients, ou bien encore d Taide de Cun d’eux et de ttois 
de ses der w6es />ai tielLes 

297 Onarrjveraitaumlmer^sultatenconservantles variables a? 

ety, on aurait alors 

“'Kl + f )+««'• (‘o- + 

^Ce polynome serait de degrd i au sens du n" 290 et non plus du 
n“ 296 II serait d’ailleurs symdtrique au sens du n" 291 et non 
plus du n" 296 Enfin I’eipression x A-* se r^duirait, pour a: = o, A 

qui n est pas un carr^ parfait, nous pournons done appliquer les 
conclusions du n" 291 , et, puisqiie 

/=r, tv=o, 

le nombre des expressions n distmctes serait 

4(/-(-«')s=4 c o p d 


298 Les ^quauons aux ddriv^es partielles auxquelles conduit 
analyse pr^c^dente ont rencontr^es Ge sont celles que 
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nous avons etudi^es au n“ 261 Nous avons vu que les onie d^ri- 
vees partielles de Z, designees dans ce num^ro par (8), (9), (10), 
(ii), (12), (i 3 ), s’exprimeiit lin^aii ement en fonctions des 
neuf expressions (14) qui sont elles-m^mes liees par les tiois rela- 
tions (i 5 ) 11 y a done, entre ces onze deiiv^es, cmq lelalions 
Soil 

Z = ^ U 


Les coefficients de dans les onze d^iiv^ea pailielles seronl 


doL ’ 


d^ ’ 


-A2U, — A^U, 




d^l} d^U d^U 
dcL^ ’ doL till ’ doL dw 


dm ^2_U 

diJL d^ ’ ^ 


|] y aura done ( in([ lolaLions enlie U eL ses neuf d^rivc^es des 
deux piemieis oidies D’«ullouis, ouLie les 1 elations (i 5), les neuf 

expiessious (i 4 ) sonl lues cnlic ellcs et a Z ==2U5^(r^ pax la 
relation 

(H-a^)Z' — -ia(i.Z'cos5 — >av/'cosr) = — 5 Z 


Nous aurons done si\ lelations enlic U el ses neuf d^riv^es, 
c’esL-a-diie que CJ saLislail a six ^([uaLions au\ ddiivi^es pailielles 
dll (IcuMoine oidu* I3e U el de ses deiivees, en tout dix expies- 
sjons, il (‘11 I Oslo doiK (fualic qui soul itidcipendanles 

Paiiiii (OS SIX ('‘([ualious, nous disimgiicrons celles qui out H6 
^Liuhees a la lin du ii'* 261 el donl nous avons vu la paient(!‘ avec 
les ($qualious de IM Appell Nous aNons vu que oes (Squations ad- 
mcltent quaLr(‘ sol u lions dislineles, de soilc que U consid(5i(^ 
comine loin Lion d’liu s(‘iil (Heineul salisfait a une (Equation difl‘4- 
rontielle du ([ualiieiiu' 01 die 


299 Los (onelions (|ae nous avons iduduics dans ce Chapilie 
SOUL d(‘(ini(‘s pai (l(‘s iiUej>iales doubli's el ces inL(3gialos doubles 
sont puses 1(‘ long des (onlouis lenn(‘s Kii d’.iuLies lennes, ce 
sonl des p^nod^'S de I’mUgiale double ind(dinie 
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Supposons que nous fassions varier Tun des eledneirts, que 
j appellerai a, en lui donnant bien entendu des valeurs imagi- 
naires, et que cet element a decrive dans son plan un contour 
ferine. Notre coefficient, represente par notre inti^igrale double, est 
une fonction analjtique de relement a; quand cet aleunent aura 
decrit son contour ferine, nous retomberons sur une autre deter- 
mination de cette fonction analylique, et cette deterniination ne 
pourra ^tre qu une autre periode de notre integrale definie double. 

Supposons que cette integrale definie ait A- periodes fondainen- 
tales 

Po P2, P/,; 

tOLites les autres periodes et, par consequent, toutes les determi- 
nations de noire fonction, seront des combinaisons lineaires a 
coefficients entiers de ces periodes fonclainen tales. 

Quand done la variable clecrira un com our ferine, les diffeu'entes 
determinations de la fonction subironl une transformation ]inc%ire 
a coefficients entiers. Considerons main tenant plusieurs fbnetions 11 
qui poiirront diffeu’er par les polynomes H et Q, mais pas par le 
po ynoine F, toutes ces fonctions subiront la meme transforma- 
tion lin(^‘aire, puisque celle-ci ne depend que de la deformation 
des contours d’integration. 

Soil done A le determinant forme par k determinations corres- 
pondantes de k fonctions H; ce determinant sera multiplie sim- 
plement par un facteur num^rique quand la variable dtjcrira un 
contoui fermd; le rapport de deux de ces determinants demeurera 
done constant, ce sera done une fonction uniforme 

Done entre fonctions H, il j aura une relation lin^aire 

<^nt les coefficients seront des fonctions uniformes des elements. 
one le nombre des periodes fondamentnles est egal d celui 
es fonctions n en fonction desquelles toutes les autres peuvent 
s exprimer par des relations Lineaires dont les coefficients sont 
aes^jonctions uniformes des elements. 

Si les fonctions O ne presentent que des singularites algd- 
nques, ces fonctions uniformes se comporteront comme des fonc- 
tions rationnelles. Les coefficients de nos relations seront des 
onctions non seulement uniformes, mais rationnelles. C’est ce 
qui arrive quand 0 = 0 . 

Nous pouvons prevoir par la que le nombre des periodes fonda- 
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mentaies esL de i6 dans le cas general et de 4 si les excenLricitc^s 
sent nullcs C’esLce quo inoiilre le rdsuUaL obtenu au sujet du de- 
veloppemcnt simanL les anom<ilies excentriques 

Mais alors nous poiivons en tiier une conclusion relative au d^- 
veloppeinent suivant les anomalies moyennes II y aura cntie les 
coeKic leiits de ce developpeinent des relations Im^aires de incur- 
rence dont les cootficienls sciont des fonctions non lationnelles 
mais unifoimes des elements, et ces relations permeLLront de les 
exprimei Lous a Taide de seize d’entre eux De jilus cliacun de ces 
coefficients satislcra a une equation differenLielle lindane, qui sera 
du sei/ieme ordre (et non plus du trente-sixieme), mais dont les 
coelGcienlb seronLnon plus rationnels, mais unifoimes 

Ces relations de rncimcncc et ces equations diffnientielles sont 
analogues A cellos que nous avons renconliees dans I’dlude des 
coeflicicnls dc Ijajilacc Nul doute qu’elles ne puissent lendre les 
mdines services dans Ic cas ou les excentiicitds sont iiiilles , mais il 
n’en cst pas de meinc dans le cas gendial, leur oidre semble trop 
dleve, lieiiiciiscmeiiL il cst peimis d’l'sperei que cos Equations ne 
sont pas irrdduc tiblcs ct que Tctiide des peiiodes de I’mtdgrale 
double pcimcltia d’en abaissei I’oidie 
J’a|()uLeiai quo M Keiaud, dans le Tome VI 11 des Anna les de 
VObsei vatou e de Hoi deaux, a moiilic que, [lai suite dc certaines 
symdlues, cel ordic [louvait s’abaissei de liii-mdmc dans certains 
cas pailicuhcis 
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300. Dans les Chapitres pr^c^dents, nous avons cherche a 
obtenir le developpement analytique des coefficients a I’aide de 
series proc^dant suivant Jes puissances des excentricit^s et des 
mclmaisons. L’emploi de ces d^veloppements ne pr^senterait 
aucune difficult^ si le nombre des tennes n’dtait pas si grand. 
Mais ce nombre a effraye beaucoup d’astronomes qui se sont 
efforcds de calculer la valeur num4rique des coefficients sans 
passer par Tinterniddiaire de ces d^veloppements. 

Nous avons vu que les coefficients pouvaient se mettre sous la 
forme d’lntiigrales ddfinies. Telles sont les int^grales (i) et ( 2 ) des 

C C 


(0 


( 2 ) 


~ 4tw2 A 


■mm' 


= ff- 
= C f 


On pourrait done calculer les valeurs de ces int^grales doubles 
par quadratures m^caniques; nous pouvons ecrire en effet l’(iqua- 
tion ( 2 ) sous la forme 


(3) 


47t2A 




E-iUnu+.m'u') 


ou bien encore sous la forme 


d’oii Ton tirerait les formules approchees 


(3 bis ) 
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i4i 
et 

( 4 bis) Tia A, „,„/== 2 i ^ 

Dcinsla formule (3 bis)^ il faut donner, sous le signe ^ ^ de 
ni#me qu’^ u'^ les n valeurs ^quidistanles 

2T- 2{n — i)ir 

o, — > > > — — — — 

71 n 71 

Cela fera done, sous le signe des termes dont le nombre 

sera n^, puisqu’il faut combiner les n valeurs de u avec les n va- 
leurs de u 

Pour Id formule (4 bis), on operera de la m4me maniere avec 
cette difi^ience que ce n’est plus k ii el ^ u', mais bien ^ / et ^ 
quM faut donner les n valeurs ^quidistantes 

2TU ilt 2(71 — c)Tt 

O , , f 

^ n n 71 

Le Verrier voulant calculei la grande incgalite Pallas-Jupiter, 
c’est-A-dire le coefficient A 4 g_ 7 , a employ’d la formule (4 bis) II 
auiail pu se servir avec plus d’avantage de la formule (3 bis) 
Mais il fallait la puissance de calcul de Le Verrier pour avoir le 
couiage d’aborder une tdche aussi dcrasanle Ileureusement il y a 
des inoyens d’cviter oes quadratures mdcaniques, ou Lout au moms 
de rdserver les quadratuies mdcaniques pour le calcul, non plus 
d’une intdgrale double, mais d’linc mtdgiale simple Les plus 
importantcs de ces methodes sont celles dc Hansen, de Cauchy et 
de Jacobi 

301 Mdthode de Hansen — 11 s’agil d’obtenir les coefficients 
Bmm' dll ddvcloppemenl piocddanl siiivant les anomalies excen- 
ti iqucs 11 sera ais(‘ ensuile do passer aux coefficients du 
ddvelop[)emenL suivant les anomalies moyennes en employant la 
(orinule du n“ 240, ou bien encoie de passer au ddveloppement 
spdcial de Hansen en employant la formule du n° 246 

Prerions alois I’expression de A**, e’esL un polynome du second 
degid en E-'“, E-'"', dc sorle que nous pouvons dcrire 

A2 = A -h B' E H- C' E 


(5) 
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;4a 

les coefficients A, B et C dependant seiilement de u, nous veirons 
ensuite que I’on a simplement 

C = G'= 

4 

de sorle que Get C' sont independents de u et, de plus, du second 
degre par rapport aux excentncites Nouspouvons en consdquence 
negliger ces termes en premiere approximation et, appelant AJ la 
somme des trois premiers termes du second membre de (5) et R la 
somme des deux derniers, ecnre 

(6) i = i- _ 1 1 + 3 _ 

A Ao 2 AS 8 AJ 

La sdrie (6) converge tr^s rapidement cause de la petitesse 
de R, de sorte que le developpement de ^ est ramene k celui de 

I 1 

Ao' W * 

Or nous pouvons poser 

A? = A -1- BE'«' B' E-itt' = Hs [ t -(- aS - 2 a cos ( m' - p )], 

H, a et |3 dtant des functions de ii On en ddduit 

(7) aF = EF 2 

les ' 6tant les coefficients de Laplace form4s en functions de a 
par les proc^d^s du Cbapitre XVII 

A, B, B' peuvent ^tre regard^es comme des fonctions connues 
de M, il en est done de m^me de H, « et p et, par consequent, 
des 6"’ , on aura alors 


^ =^Caa 

SI Caa estle coefficient de E‘A« dansle developpement de 



c’est4-dire si 
( 8 ) 
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On cdlculcia riiilogtale (8) pai quadiatuies mecaniqueis a Taide 
de la louniile 


C/,A = 2 


ill? 


oil 11 esL un f>rand nouihie, la fonction qui figuie sous le sigiie ^ 

ebL uno foiKtioii de on y donneia suf cebsjveineiit a u les n \a- 
leuis ^quidisLantes 


>71 ^TZ 

O , J 

n n 


?(n — i )'K 


Telle est la m^Lhode de Hansen, je me boineiai a ien\ 0 )ei poui 
plus de details au (diapiiie XXI du Tome IV de la Micanique 
(Heste dc Tisseiand et en paiticuliei au\ pages 34i a 344 


302 Methode de Jacobi — Jacobi clieiche aussi a foimei le 
ddvelop[)cmenL qui pioc(‘de suivantles anomalies e\centiiqueb, il 
dc'compose aussi en deux paUies Aj et R, dont la seeonde est 
du second degi(?‘ pai lappoil aii\ cxcentriciles et aux inclmaisons , 
inais il n a pas lecouis aux quadialuies mt^caniques Sa maniere 
dc metlre A- sous la tonne 

nVst d’adleurs pas la meine que cclle de Hansen Pour bien la 
lane comprendu*, )e suppose d’aboid que rindinaison soil nulle 
On Lioiive alois, en appelant f\ et 5 '? 'f)! les coordonnees des deux 
planetes, 

A'* = (^ ^ ) 

D’autie |)ait, si run pose 

il vient 

$ + £/)= ( K"' - 26 -t- e’ E-'“) 

On en dedimail I’expiession de 5 — ^^0 en cliangeant i et — 
ct I’on auiait cnsuite c elles de ^ -H t'f { — i’i\’ en chaiigeant a, s, 
Tu, u cn a', e', nr', u' 
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Si, dans I’expression pr^c^dente, nous n^ghgeons le tenne en 
nous commettrons une erreur du second degr^ et nous 
trouverons 


AJ = ( 2 e' - 2 e 4 - 6 ) ( 2 6 i e' — 2 e 4- ~ ) 

en posant, pour abr^ger, 




m®’ 




g^E^gy 
14- e'-^’ 




_ gE-^c7 
“ I 4- e* ’ 


g' 

14-e''* 


Si alors nous designons par cette valeur approch<^e de A-^ el 
par R I’erreur commise, nous auron& 


A2= Aj4- R, 

et R sera du second degr^ par rapport aux excentricit^s 

Si 1 inclinaison n’est pas nulle, nous pourrons d^velopper sui- 
vant les puissances de I’lnclinaison et dans le d^veloppeinent ne 
figureront que des puissances paifes de I’lnclinaison 
Si done nous n^gligeons I’mclinaison, I’erreur commise seia du 
second degr^ Nous pourrons done conserver la m^me expression 
pour Aj etl’erreur R= A^ — A^ sera encore du second degr^ par 
rapport aux excentricit^s et aux inclmaisons 
Nous pouvons ^crire ensuite 


A J = H2 ( [ — Y -w) — ; (i _ Y -to) _ ^ 

en posant 


H = 


g' 

r 4- s'2 ’ 


_ a I 4- e^2 

YE”^t*>= — , E^(g^“gJ^ = 

‘ a' r 4- s2 


b 

b'" 


Y'E'to 


2e' — 2E 


b 

b' 


II est clair d’ailleurs que nous pournous modifier les coeffi- 
cients H, y, w, y', u', qui figurent dans Aj, pourvu que les modi- 
fications soient seulement du second degr^ par rapport aux exceii- 
tricitds et aux inclmaisons L’erreur R resterait du second degr6 
Jacobi profile de cette latitude pour faire disparaltre certains 
termes de R, k savoir les teimes tout connus, les termes en 
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Je iciiveirdi pom les ilotails de I’anal^se a la Mecanique celeste 
de Tisseiand (t IV, Chap Will, p '5oi a 3o6) 

Quoi ([u’ll on boit, nous tuons 

A ~ J Aj « AJ 


de boite quo ( R se lediiisaat a un nombie fini de termes) le deve- 
loppcinenL de ^ osl lamene a celui de ^ Si nous posons, pour 
abicger, 

-w) = -ti> ) = 75, 

il vienL 

^ = U-25(i_ (z— (z-i- f'ra-‘rS 


et d b’aj'it deno(luei le dcveloppeiiient sunant les puissances 
entu'ieb, posiLives on ne^ali\(‘b de 5 et de 75 

11 est aise de veiifi(‘i ([ue le coefficient de sera, au facteur 
pr<‘S el a un (a< tom constant pies, une sene hjpeig^ome- 

lri([ue de deu\ vai cables de M Vppell pai lapport ay- et y'- 
Ces senes sonl tout a fail analogues a cedes que nous avons 
(:‘tu(lieeb au ChapiLie XV 111, seideiuent elles ne se leduisent pas a 
des polynoui(‘s 

Jacobi ne be soil pas de ccb semes, qui n etaient pas encore con- 
nuob de son tein|)s son analyse est un peu difieiente, on la trou- 
veia dans la lUecanu/ue cHeste de Tibseraiid , p dob 

a 3i 1 ) 

Les coelficients du devcloppement de— » sont li6s 

par deb lelations de rociuience, et ces lelatioiis permettent de les 
expiimei Lous a I’aidc do quatre dentic eu\ (de sorte qu elles 
deviennent piatiqucMiuml iitilibableb) II suffit, poui s en con- 
vaincre, soil de be teporlci ace que nous avons dit au n° 264, soiL 
d’appliquei les piincipes du Cliapitic XXI, en remarquant qu ici 
to = o, y = I et que le polynonie presente une symetrie parti- 

( ulieie, puibcju’il nc change pas quand on change z en - et td 

I 

en - 

TS 


303 Methode de Cauchy. — Cauchy, comine Jacobi et Hansen, 


P - II 


10 
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cherche d’abord le developpement suivant les anomalies exceii- 
triques pour en cl^duire, par le moyen des fonctions cle Bessel, le 
d(^veloppement siiiYant les anomalies moyennes. Je n’ai pas a 
revenir sur le passage d’lm developpement a I’antre; je m’oecu- 
perai done simplement de la maniere d’obtenir le developpement 
suivant les anomalies excentriqiies. 

La methode de Cauchy se rapproche egalement de celle de 

Hansen par un autre point. Cauchy commence par developper ™ 

suivant les anomalies excentriqiies de la seconde planete sous la 
forme 

Les sont des fonctions de u et, si nous posons 
B„-= 2 

il vient finalement 

Cauchy calcule les coefficients par des procedds analytiques 
et il en d^^dult ensuite les coefficients par quadrature mica- 
nique a Taide de I’intdgrale 

(10) du. 

Jq 

La difference provient surloiit de la maniere d’obtenir les coef- 
ficients reprenons la formule (5) : 

(5) A + B' -1- CE2«“'-l- G'E""2/-w'. 

Si nous egalons A- ^ 0, nous obtiendi’ons une equation du qua- 
trieme degre en jy = qui pent s’ecrire 

g/ 

{ 1 1 ) A -f- By “f" — — h Gy ^ -+• G^y"”^ = 0 . 

Biscutons cette equation 5 nous observerons d’abord que ses coed- 
ficients ne sont pas r^els, on du moins A, C, C' sont r6els, mais B 
et B' sont imaginaires conjugu^s; I’^uation ne change pas quand 
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on change^ en ^ et « en — ^ Les racines peuvent done se r^partir 


en deux paires 




ou a et p sont rdels et plus petits que i, dc telle sorte qu’on per- 
mute les deux racines d’une mdme paire en cliangeant en - et j 
en — i De plus, ^ 


G = G' = 


de sorte que le produit dcs racmes est ^gal ^ -1- i, ce qui donne 


to' = — to 


11 enr^sulte que nous pouvons inetlre A® sous la forme d’un pro- 
duit de deux facLeurs 

A‘’= H2[i — aa cos(M'---to) H-aS] [i — 2 pcos(w'-ha))-i-. p«], 

H ^tant facile k calculer quand on connait a, p ot co 

Nous remarquerons ensuite que, si Ton ni^glige le degr6 de 
r^quation s'abaisse, cai C cl C' s'annulent el I’dquation (ii) de- 
vient simplemenL 

4 «> 1^' 

A -H By H = 0 

y 

L’^quation du quatnehne dcgi^ se rcduit done au deuxieme, une 
des racines dtant devenuc nullc ct I’aulre mfinie L’^quation se 
i^sout done disdmcnt pour C = C^=o Nous pouvons ensuite 
d^velopper les racines siuvant les puissances de C, en consid^rant 
A, B, et C comme des vaiiaJiles mdependanles ct faisant 0= C 
Comme C esL du deuxieme degie pai rapjiorl aux excentricit^s, la 
convergence sera Lr^js rapide Nous voyons en m^me temps que |5 
est une quantity du deuxieme dogrd par rappoit aux excentricit^s 

11 reste k elFectuer le ddveloppcment de i et pour cela on ddve- 
loppeia les deux facLcuis 

[1 — la co&(w'— 0)) H- a® J ^CpE^P^', 

[i— 2|3 cos(a'-i- w; H- ^ 
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On aura ensuite le coefficient en faisanlle prodml deb deux 
series , on trouve ainsi 


(I2) 

Les quantiles 



CpC 


I 

n'—j) 




ne sont pas autre chose que les coefficients de Laplace 


calculus respect! vement en prenant a = a et a = (3 On les dther- 
minera par les precedes du Gliapitre XVII Cauchy pidftTe em- 
ployer, pour cette d^Leimination, les s^ues proc^dant suivaiiL les 

puissances de [om de -p—pa) paiticulieieinent commodes 

dans le cas ou p (ou q) sont giands, ce qiii est le cas ou il cst 
plac^ 

Quant k la s^ne 




Cp 


elle converge tr^s rapidement a cause de la pelilcsse de ( 3 , en 
efFet, le d^veloppemeiit de suuantles puissances de fi com- 
mence par un terme en done est du degu^ p\ 

par rapport aux excentricit^s et est pai consequent tr^‘b petit 
Ayant calculi ainsi B/j' pai la lormule (12), Cauchy auiail pu 
obtenir ensuite B/i,,' par la foimule (10) et en deduire cnsuite /inn' 
par la formule (12) du Ghapitie XVI Mais ce n’est pas tout k fait 
comme cela qu’il op^re, il passe pai I’mterm^diaue d’un dcvelop- 
pement mixte procedant suivant I’anomalie excenlnque w' et 
I’anomalie moyenne I 


de sorte que 




J ^27r 

' cil 

0 



2 ^ 

B/i — e COB u)du 
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Cauchy calcule G^*,, a I’aide do cetLe derniore formale et pour 
cela il applique les quadratuies m^'caniques, c’est-a-dire qu’il 
piend (K ctanl iin enlier siiffisaninienL grand) 

KGnn' = ^^^n r — 6 COS 1 ^), 

Sfi et sont des fonctions cle on donne a tc sous le sigue ^ 
les K vale ms equidislantes 

?v: -> ( K — I )tt 

X’ ’ K 

On calcule enfin An„ li I’aicle de la formule 

analogue a la formule (12) da Cliapitie X.VI Cauchy a appliqu6 
celle in(?lhodc au calciil dc la gi ancle indgalite Pallas-Jupiter, en 
faibtinl ;i = — 18, //=7, il n’avail done k calculei que les fonc- 
tions de Bessel de rarguinenl unique 
Je renvcirai pour plus dc details a la Mecattiqiie celeste de 
Tisserand, t IV, Chap X.V 1 I 

304 On pourrait 6vifleminenl louder d’autres mdlhodes ana- 
logues sur les pTopiK^les des ioudioiis cllipLiqucs eL sui I’emploi 
dc forniiiles, idles que cellos doiiL luuis avons fail usage aun® 256 
Je mo borneiai a ceL dgaid a ([iielcjues indications sommaires 
Supposons d’aliord ies e^soenlru lU s nulles el que nous ayons a 
calc uler, par ci^emple, I’inlegiale 

^ / y r/z c/vi'z tv ^ 

^/a-hh (3 +-^j 

Oil A = B = acr'v, C= aa'u InL^grons d’abord par rap- 

port a u’, nous avons une inl6giale ellipLiqiie que nous pouvons 
prendre pai le piocdde de la inoyeiine anlliinc'^lico-g^om^tnque 
Ce proedde est londc? sia T^galild 


chv iv ^ 


dtv w-i 
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qui a lieu quand 

v/a + 9.6 = a, /a — 26' == a'= 

\/a' — ! 26 ' = \/afi. 

Si nous prenons I’int^grale qui donne le coefficient de La 

Ml=f 


^ 1 + — a 


les quantites qui jouent le r61e de \/^ H- 2 6 sont 

I -f- a, I — a ; 

en prenant les moyennes arithm^tique et g^oni6trique, on trouve 


I, \/7— a2 ; 

en faisant une seconde fois la meme op^ratioiij 

I -H v/l — a2 4/ 

— , v/i-~a2; 

line troisieme fois, 


d’ou 


ou 


[ + y/ 1 ~ 


2 tit ^9 


,0 __ /* 

^ /iH-v/i — g 


ce qui est la formule du Chapitre XVII; nous avons vu quelle 

approximation donne cette formule quand a est plus petit que 

Appliquons la mime mithode k I’inlegrale (i3). Nous pouvons 
la mettre sous la forme 


// 


Z—h pp,-l 


a® -+• 
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ea posant 


en posant 


A-i-B^-s-+-ij±2G=(adza')2=a'^(id:a)®, 




/a. + B| 


1 -t- >c 

^ Ah- B 1 


|-,C 


la' = ^ A-i- H-aC-i- ^ A-i-B^sH--^^--2G 

Notre mt(§grale, par I’applicaLion de la i^gle prec^dente, se 
r^duita done a Fintegralc simple 

dz 

a!{i -H 1 — a-^)® 


oCi d et a sont dcs fonclions de z d^finies pai les foimules pr^c^- 
dentes el que Von pouira calcnlcr par quadratures m^caniques, ou 
inieux de la maniere suivante 

Coinme B est tr^s petit de I’ordie dii carr6 de Vinclmaison, on 
pourra ddvelopper la fonction sous le signe Ij suivant les puis- 
sances de B H- ^ » ce qiii nous donnera en m6me temps le d^ve- 

loppemenL de cette fonction suivant les puissances enti^res posi- 
tives et negatives de z 


305 On pourrait faire quelque cliose d’analogue dans le cas 
g^n^ral, il s’agit toujours de calculer I’lnt^grale 



dx dy 


On commencera par excmple pai int6grer par rapport k y , Vint6- 
grale a calculer cstalors line intcgiale elliptique que je puis 6cnre 


/ 


dy 


el il faut cdlculei Tune (les p^riodes de celte iiil4grale elliplique 
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Seulement A, a, [3, y, S sont des fonctions de x. Qiiand esl iiul, 
une des qiiatre racines a, p, y, 5 est niille et une autre infinie. On 
est done rainene an calcul de Tintegrale 

(.4) r y‘"‘^y 

^ vr(7 — 

Le calcul des racines y et o est alors immediat et Ton pent appli- 
quer directenient les precedes du Cliapitre XVII et en particulier 
ceux du n® Toutes les integrales peuvent crailleurs se deduire 
de deux d’entre elles par les relations de recurrence du Cha- 
pitre XVII. 

Si e' n’est pas nul, le cas est plus conipliqiK^ ; il faiit d’abord 
determiner les racines a, y, 5; nous aVons expliejue an 303 

comment cela pouvait se faire, grace a la petitesse de eJ , D’au tre 

part, nous n’avons plus comme au Cliapitre XVII a calculer I’inte- 
grale 


mais Tint^grale plus compliquee 




ou a et b sont des constantes et m un eiitier positif ou negatif. Et 

en effet, pour ramener I’int^grale (i4) a la forme canonique, il faut 
poser 

p(w) ^tantla fonction de VVeierstrass. 

La periode de I’int^grale (i5) depend de cedes des quatre inte- 
grales suivantes : 


J du, J^„\u±:uo)du, J Uo)]du, 

+• «i) — ?(k — M,)] 

Uq et Ui etant d^finis par les equations 

p(uo)=z p(ui) = b. 
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On s’en assurerail en d^composanl la lonclion doublement p 4 no- 
dique j"” en dl( 5 ments simples 

Or ces quatie intdgrales onlpour pdiiodes 

?/)!, 4ni*^oi 4^1"! 

On a vu au n“ 256 comment on pouvaiL calculer (o^ et f\i , on 
trouvera dans rexcellent ouviage de M Schwarz { For mules et 
pioposUions pour Vemphi des fonctions elhptiques, d’apies les 
legons de WeiersLiass, Pans, Gauthier-Vi liars, 1894) des for- 
mulas tout aussi conveigentos pour le calcul de et de 
(pages 67 k 73) 

Onvoit quhci les formulas de r^‘currence peimettent d’expnmei 
toutes les int^grales en lonction non plus de 2, mais de 4 d’entie 
elles 

D’autre part 4*^1 sont plus ici des 

constantes, mais des fom lions de r, cl il laul mamtenant les d^ve- 
lopper suivanL les puissanccb cnticics, positives et negatives de x 
Ce d^veloppemciil pcuL se lane, soil pai quadrature m6canique, 
soit par des pioce5d<Ss analytiques ainsi (pic je I’ai expliqu^ a la fin 
du numero pr^ccSdonl 

Nous remarqueions qu’il <isl pi(5f(?rablc de fane la premiere inte- 
gration en prenaut poui VeUial)lc non pas y toinine nous 1 avons 

fail plus haul, mais — , il aiiivo aloisqiic nos quantites to<, etc 
vanent pen quaiid on fail vaiici jr, les varjaLions ^lant de Toidre 
des excentricit( 5 & 

306 Sculement cc nVsl [las la lonclion pciturbatiice elle-m6me 
qui figure dans les (ScpiaLioiis <li(U‘i euliellcs du mouvement, ce sont 
les d^riv^es parlicllos de ccUc lonclion si Ton cmploie la m^thode 
de la variation des conslantcs, ( c sont les composantes de la force 
perturbatrice avec d’aulies imUliodcs 

Si nous avions lc*s cocKuMcnls dc d(5vclo[)pcinenL de lafonction 
perturbatrice sons la foinx* analyliquc, il seiait ais^ d’en d^duire 
les coefficients coire^spoiidanls dans h* d('‘velo[)pcmcnL des d^iiv^es 
paitielles, ou des com[)Osaules dc la loicc Maisil n’en est plus de 
m^ine si nous possc'^dons seiiloincnt la valeiii num^iique de ces 
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coefficients, et c’est la tout ce que nous donnent les m^thodes 
expos^es dans le present Chapitre. Cela nous oblige k examiner la 
question a ce point de vue nouveau. 

Pas de difficulte en ce qui concerne la d^rivee partielle suivant 
Pune des anomalies moyennes / ou Si Ton a 

on trouve imm^diatenient 


Pour les autres derivees partielles, il s’agit (a ^tant Fun quelconque 
des elements) de calculer 

^ _ P 

A ““ 

OU 

P =-~ i 

2 da. 

Si 1 on veut les composantes de la force suivant trois axes rectan- 
gulaires, on aura ^ d^velopper 


’)-’)' S-C' 

A® " AS ’ AS ’ 

en designant par vi, V, les coordonndes rectangulaires 
des deux planetes. 

Dans lamdthode de Hansen {voir Tisserand, t. IV, Chap. XXI 
p. 340 on consid^re les composantes de la force suivant trois axel 
particuhers et Ton est amend k envisager les combinaisons 


~ a5 ^ 


Dans^tous les cas, il s’agit de ddvelopper une expression de la 
forme et - est encore de la mdme forme en faisant P = A^. Ce 
qui nous interesse c’estque, quand on ddveloppeP suivant les ano- 
n.al.es c’est-i-dire suiyaat les puissances en.ic.s, 

ruwTol’T’d “ S«™loppe„cnt„e contiendra 

qu un nombre fim de termes. 

Cela est vrai des coordonnees ? yi n 

uuiuuunees ?, v), ^ et par consequent 
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cle leurs combmaisons 

n-V, S-S'. 


JA2 


Cela est vrai de et par coiis^qaent de 
II faiidra done op^rer de la fa^on suivante 


1° On d^veloppera ^ suivant les anomalies excentnques Les 

m^thodes des numeros pr^c(§denls qui visaient particulierement 

s’appliquenL sans changement a ^ et en particulier a ^ 

2° On multipliera le d^veloppement de — pai celiu de P 

Ce dernier developpement se rediiisant a iin nombre fini de 
termes, cettc multiplication ne pr^sente aiicune difficult^ 

p 

3 ‘^ On passera du developpement de — ^ suivant les anomalies 

excentriques a celui de cetle inline quantite suivant les anomalies 
moyennes a I’aide de la foimule (12) dii Cliapitrc XVI 

Une dernitire observation loulefois Les derivees 7 > ^ dont 

ax a ox 

nous venons de parler cl que I’on reneonlre dans la methode de la 
variation dcs constantes, sontles denvees puses par rapport k un 
syst^me de variables par mi lesquelles figurent les anomalies 
moyennes 

Designons au contrail c par avec des d ronds, les derivees 

prises par rapport k un systome de variables parmi lesquelles 
figurent les anomalies excciilriqucs Nous a vons iinin^diatement A^ 

et il est aise d’en d^diiire ^ el- ^ ce qu’il nous faut e’est 

T Tout d’abord, si I’^lcincnt a n’esL pas Tune des deux excen- 

tricit^s e ou e', on a simpleinent 

0 I ^ 1 

da A flfa A 


Sia = e, L = a — e sin il vient 
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Nousconnaissonslede^eloppenientde^ et de £ ^ J1 lesle done 

k trouver celui de sin^/ - 
dl 1 

Soit done 


avec 

Knm =2CA.^,p-, G= 
il vieudra 






avee 


D’autre part 


avec 


II reste done 


avec 


et 


jL l ^ \ 

de A 


de 


E/(/«/+m / ) 


C5?A, 


.-V,, dQ. 

g,„„..= 2 bp„ ^ 
d^ _ PP' |, 


La formule pr^c^dente est analogue a la foiinule (12 ) du Cha- 
pure XVI Nous connaissons B„ et les foimules pr.V^- 

dentes nous permettent d’en d^duire A,„„, , G,„„, et par con- 

sdquentle d^veloppeuient de ^ i suivantles anomalies inoyennes 
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307 On [)eul (Hie ameucaK'ilicrc Inn une \aloui approchee tlu 
coefficient quantl m el /«' Mini des enlK'is liei. grandb en 

valeui alisolue et cela pom deiiv laisoiiti 

i“ On pent so rcndi(‘ coiiiple aiiiM de la lapidile de la conver- 
gence des bciieh , 

jo Lin tenne d’oidic vdevd \mm pent donnei lu'u a une pertur- 
bation nolalile si, Ic lappoildes iiioyinis mouvenienli. n el n' ^tant 
bensibleiuent (omineiisuialile, le divisem nin 4- in' n' devient Ires 
petit Le coeflicioul de la [leiluibaLiou de la loiigilude est alors de 
I’oulre de 



( nm -h It ' /i' ’ 

et il convieiiL aloib (l<‘ ( al( l(‘ (ooITk ^mm avoir beboin 
deb coelhci(‘nls pietcdeiUs Le plus souvcmU, line loib oo calcul 
teiinine, on r<M oniiailiti (|ii d (*lail miilile, paiie cjue la valeur 
tiouvee poiu \^mm <“^1 [)< lil(‘ II y done luteicH a be fane 

A^a^^cirice un(‘ idee d(‘ Toidie d<‘ }>i<uid(‘ui do ces c oeificienLs, et 
Illume a pouvoii eu U()uv<‘i ia|)i(l(‘iu( nt nu(‘ valeur appioch^e 
C’ebt ce but qu’oii pout (‘speiei aUeiiidi(‘ pai I’einploi de la. m6- 
thode de M Larhoux pom l<‘ < all ul des fom lions de tros grands 
nombies CcU(‘ luclliodo r(q)os(‘ sui los princip(‘b suivants 

Si Lino soiie 

esL conveigeiiU' dans iin < mi \o d(‘ layou o', el (pio sui la circonfe- 
ronce do tc ceiclo olli^ posso(l(‘ uu poml singulnn Oo, tel qne dans 
le voisiiiage do ( o poiul la loni Lion developpable suivant 
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les puissances entieres, reeUes croissantes et d’ailleurs fraction- 
naires ou meme incominensurables, positives on negatives, de 

que le premier terme du developpement 
dont 1 exposant ne soil pas entier soit 

on aura approximativement pour n tres grand 

A n*-! 

“"■“ijfTT)’ 

2 “ Si le point Singulier est logarithmique, c’est-a-dire si cof^) 
esl de la forme ' ^ ^ 

<p(s,)= 

?, {z) et <P2(5) aanUeveloppables suivant les puissances reelles et 

croissantes de i — — , il fanflra u r • • 

lauaia opeierde la lagon suivante. Soient 

5, et s, les exposants du premier terme du ddveloppement de », 

et de cp, dont I’exposant n’est pas entier. Soit I’exposant du 

premier terme de ® 2 , les exposaiUs entiers n’dtant pas exclus Si 

on pourra appliquer la formule precedente en cliangeant s 

en 5^. bi il faudra envisager le premier terme de o, 

"•(■-sr- 

Si ^0 n’est pas entier negatif, on a approximativement 

„ A.0 lOff/l 

Cv fi — — - ^ 

T(so) ’ 

et, si Sq est entier negatif on nul, 

Ao . 

— 5o)n^s*o-i . 

_ 3“ SUa fonctioncp(^) presente plusieurs points singuliers sur la 
circonference du cercle de convergence, la valeur approximative 
ecin sera la somme des valeurs approxiinatives partielles que Ton 
obtiendrait en considerant isolement les divers points singuliers; 
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4*^ Supposons que soit de la forme 

et que cette s 6 rie double converge dans une couronne comprise 
entre les deux cercles | 3 [=p^J 1^1= po? pi>po Alors la s^ne 
convergera pour |^|<p 4 et ne piesentera aucun point 
smgulier sur le cercle j^|=po m a I’lnterieur Au conlraire la 
st^rie 2 6 /^ 5 “" convergera pour |5|>po et ne pr^sentera aucun 

point smgulier sur le ceicle [^|= p 4 ni a 1 ext(^rieur La valeur 
asymptotique de an s’obtiendia d’apies les regies pr^c^denles en 
envisageant les points singulieis de cp(^) cercle | 5 |=p 4 , 

celle de bn s’obtiendra d’apres les m^mes regies en envisageant les 

points singuliers de ou plutot de ? cercle [^ | = po 

308 Comment ces principes peuvent-]ls s’appliquer au pro- 
bleme qui nous occupe*^ II scmble d abord qu ils sont fails unique- 
ment poui les fonctions d’une seule vaiiable Aussi M Flamme 
a-t-il commence par decomposer le Lerme a dvaluer en une somme 
dont chaque ddment etaii le produit de deux facteurs dependant 
chacun d’une seule variable, qui etait I’anomalie moyenne de la 
premieie planete pour le premier facteur et celle de la seconde 
pour le second facleui 

Mais on peuL opdrei d’une autre inameic Sort 

771 = an -h 6, in' ^ cn d, 

a, 6 , c, d sont des entiers finis et donncs une fois pour toules, 
n est un entier tres giand, a el c sont piemieis entre eux II fauL 
calculer 

^an-k-b^ cn-^-d 

Q dos dy 

g^niym y/R(a7, Y) 





a\ec 



CHAPITRE XXni 


1 58 

les puissances enUferes, reelles aoissantes et d’ailleurs fraction- 
naires ou m 4 me mcommensurahles, positives ou negatives, de 

> — — ’ de telle fa^on que le piemier terine du developpement 
dont I’exposant ne soit pas entier soit 


on aura approximativement pour n ties grand 

2" Si le point singuher est logarithmique, c’est-a-dire si m(z) 
€st de la forme 

®)(^) et fa(s) ^tantd^veloppables suivant les puissances reelles et 
croissantes de i — d faudia opdrer de la fagon suivanle Soient 

ets, les exposants du premier terme du developpement de 
et de dont I’exposant n’est pas entier Soit I’exposant du 

premier terme de 03, les exposants entieis n’etant pas excliis Si 
s, <^o, on pourra appliquer la formula precedente en changeant 5 
en bi s,^sa, il faudra envisager le piemier teime de 


Si Jo n’est pas entier ndgatif, on a approximativement 

a„= ^ 

^0 r(s„) ’ 

et, SI Jo est entier ndgatif ou nul, 




?(®) presente plusieurs points singuliers sur la 
d„ oerol. de coaverjeace, kvaeu, 

th, J «Pproiuna,„es pamSL que I’on 

obueudeau co.s.dd,.., .„w„, les d.vees po.nu sm^.e “ 
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et que cette sene double converge dans une couionne comprise 
entre les deux, cercles |c|=p4, |^l=po? pi>po Alors la s^rie 
con\ergera pour |js[<pH et ne pr^senteia aucun point 
singuliei sur le cercle | 2 |=po ni a I’lnt^rieur Au conlraire la 
s^rie convergera pour l-^l^po el ne pr^sentera aucun 

point singulier sur le ceicle |. 2 |= pi ni a I’exttoeur La valeur 
asymptoLique de an s’obtiendra d’apres les legles pr^cedentes en 
envisageant les points singulieis de ^( 5 ) sur le cercle |5|=p<, 
celle de bn s’obtiendra d’apres les memes regies en envisageant les 

points smguhers de 0 ( 2 ), ouplut6t de sur le cercle |5|= p. 


308 Comment ces principes peuvent-ils s’appliquer au pro- 
bleme qui nous occupe*^ II semble d’abord qu’ils sont faits unique- 
ment poui les functions d’une seule vaiiable Aussi M Flamme 
a-t-il commence par ddcomposei le terme a dvaluer en une somme 
dont chaque dl^ment ^tait le pioduit de deux facteurs dependant 
chacnn d’une seule variable, qui dtaiL I’anomalie moyenne de la 
premieie planete pour le premier facteur et cclle de la seconde 
pour le second facteur 

Mais on peut op^rer d’une autre maniere Soit 


(I) 


m -4- 6, 


^ =: cn -1— dj 


a, b, c, d sont des enticrs finis et donncs unc fois poui Loutes, 
n estun entier tres giand, a el c sont piemieis entre eux 11 faut 
calculer 

cn-^d 

Nous avons , 7 

/ E^ Q dx dy 


avec 



i6o 

Soit 
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Notre inlegrale deviendra 





E^-i Q dr dy 
y) 


Consid^rons la fonction aiixihaire 


4 >(; 5 ) = — X,nm^ 


Sous le signe ^ nous ne donnons pas a m oL ///' l()Ute‘> les 

valeurs, mais seuleinent celles qui sont tie la forme (i), luais nous 
pouvons encore optiier de deux manieres 


1“ Nous pouvons doixner a n touLes les valeurs tuilieit^s 
tc{>esj outre la valeur zejo, nous obtenons amsi V c/ife^^nde dr 
Feraud 


( 3 ) 




Q da dy 




2'" Nous pouvons donner a n toutes Ics valeurs exitieres posilivt^s, 
negatives ou nulles, la fonction ^{z) peut alois s(‘ imMlK* sous la 
forme d’une mtdgrale simple Nous pouvons trouver deux euliers 
a et Y tels que 

aa H- CY = 1, 


puisque a et c sont premiers entre eux Posons alois 




Nous avons le ddveloppement 
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Considerons alors rmtcgralc simple 

(4) ^ i t^c-ad-\ 

prise le long de la circonfdi ence |^|=:i Cette mtegrale pent 
s’^crire 

j tVdt, 

ou 

X=a(/n — b) p(/?2' — d)^ 

|jL=<2(7n' — d) — dm — b) — i 


L’lntdgrale j tV dt esL nulle a moms qiie ^ul = — i et alois elle 

est ^gale k iiiz pour qne p. = — i, il faut qiie m et ni' soient dc 
la foime (i), mais alois on a X = /i, de sorte quo I’lntcgrale ( 4 ) se 
reduit a 

2 4TC V — tl>(z) 

j 6 md > ITZ 

Amsi, pour rdsoudrc le piobleme qui nous occupe, nous n’avons 
qu’a recheichei la position el la naliiic dcs points singulieis de la 
lonction <!>(:? ), et poui evilcr LouLc tonfusjon nous distingueions 
la fonction <I>i (:;) de M Fciaud defiiiio [lai I’liiLegialc double ( 3 ) 
et la foncLion definie pai rinlcgiale simple ( 4 ) 

309 Appliquons ces piinnpcs an calc ul des coefficients de 
Laplace qui sont doiines pai la (oimulc 

:> = J F -' 4;^''- 1 c / s , 

avec 

Consideions d’abord s coiniuc li\(‘ cl (aisons croiLic A, il s’agit de 
trouver le coefficient dc dans le (levelo[)penient de F 



Cette fonction prc^scnte dcu:^ points singulicrs, Pun siii le cercle 
ei.terieui a la couionne dc conveigcnccj rautre sur le 


P — Il 


IX 
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cercle interieurj z = %] si nous supposons k positif et tres grand 
c’est le premier qu’il faut considerer. 

Dans le voisinage de ce point, on a sensiblement 

ce qui nous donne asymptotiquement 

a^’(i ~ a2)-.s7c“-^ 

Supposons maintenant k fixe et s tres grand ; soit 


I 

S — 72 . — }— — • 
‘2 


Alors 

Tintegrale 


sera le coefficient de dans le developpeinent d 



Les points singuliers de la fonction sous le signe nous son 
donnes par 

F = o, F = 13. 

II faut ou que ces deux equations aient one racine commune, c 
qui donnerait [3 = o, solution a rejeter, ou que I’une d’ellesait un 
racine double. Nous pouvons exclure la premiere cpii ne depen 
pas de p , il reste la seconde, cjui a une racine double si 




= (i ± a)2. 


La racine qui convient c’est (i — a)-. 

Quelle est la nature de ce point singulier? Pour [3 tres voisi: 

(’ ^■') 1 Igs parties Jes plus importantes de I’integrale seron 

cedes qui correspondent aux valeurs de ^ voisines de i. On 
alors sensiblement 5 = 1 , ^/F = i— 
s’ecrira sensiblement 


de sorte que I’integral 



La fonction sous le signe J est une fonction rationnelle dont 1 
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faut obtenii le r^sidu, or ce rcsidii esL 


eLant doiinc pai I’equation 

Mais cetLc dqualion donne beubiblcmenL 


=■* 


Lc lesidn cst done 


(I — a)v/a 

2 a/(i — a)- — p 


el Fint^grale esL egale a oe le^sidu multiplic par 2 nz Done cst 
le coefficiciiL de dans le dc veloppeinenL de 


-^r. 

V* L (I — “)^J 


c’esl-d-dirc 


(’-0 


-i 

2 


foiinulc qui, on le icinaiqucia, csl md( 3 pcndanLc de k 


310 La deleiminaLion des poinls singulicis de la loncLion ^(-s) 
nc piescnLe pas dc difficuUc, on n’a qu’a appliquei aux inLcgiales 
(3) cL (4) Ics piocedds dii 282 Pas de difliculle non plus en ce 
qui conceine la nature de ces pomtb smguheis, je me borncrai a 
renvoyer aux M(Hho(ie^ de la Mecamque celeste^ t f, p 802 
La difficultc piovient dc cc fait que Ions les points smgulicis ne 
conviennent pas et n’appartienncnt pas a la bianche considdi^c dc 
la foncUon ^( 2 ) Nous avons vu en cflcL aux n*'** 282 et 283 quelle 
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estla condition pour qu’une singularite de la fonction con- 

vienne. Cette singularite se presente quand deux points singiiliers 

de la fonction sous le signe se confondent et, pourque la singu- 
larite convienne, il fant que ces deux points singuliers soient, 
ayant de se conlondre, de part et d’autre dii contour d’integration. 

Les points singuliers Cjui conviennent sont dits admissibles et 
il nous faiit choisir, si nous adoptons Fintegrale (3), celui des 
points singuliers admissibles dont le module est le plus petit, et, si 
nous adoptons Fintegrale (4), celui des points singuliers admissibles 
dont le module est le plus voisin de i . 

La discussion pour reconnaitre Fadmissibilite des points sin- 
guliers est assez delicate et a ete jusqu’ici le principal obstacle a 
Femploi de cette methode. J’ai indique dans les Methodes non- 
relies de la Mecanique celeste les principes generaux qui per- 
mettent de faire cette discussion. Mais je n^ai applique ces prin- 
cipes qu’au cas ou Finclinaison est nulle, Fune des excentricites 
nulle et Fautre tres petite. M. Hamy, dansle J ouraal de Lioiwille 
(1894 1896), a traite le meme probleme sans s’astreindre a la 

troisi^me condition. M. Coculesco, dans sa these, 1895, s’estoccupe 
du cas ou Finclinaison est nulle, les deux excentricites petites et 
difierentes de zero et ou la longitude du perihelie est la nn^me. 
Enfm M. F^raud, dans sa these, 1897, a traits le cas ou Finclinaison 
est finie et les deux excentricites nulles; il a d’ailleurs retrouve les 
r<^sultats de M. Hamy. 

Il semble d’abord que la discussion doive dtre plus facile avec 
Fintegrale simple (4) qu’avec Fintegrale double (3); il n’en est 
rien, a moins que Fune des deux excentricites ne soit nulle, parce 

que la fonction sous le signe j n’est pas une fonction uniforme 

de mais possede une infinite de determinations, de sorte que la 
discussion ne pourrait se faire que par la consideration d’une 
surface de Riemann a une infinite de feuillets. Aussi, M. Feraud, 
en introduisant Fintegrale ( 3 ), a-t-il realise un serieux progres. 
Mais il faudrait faciliter la discussion des integrales doubles et 
pour cela etiidier les proprietes de leurs periodes. Nous avons deja 
vu aux Ghapitres XX et XXI Fimportance que pourrait avoir cette 
etude. 

Si, au lieu d envisager le developpement suivant les anomalies 
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moyennes, on envisageait le d^veloppement suivant les anomalies 
excentriques, le probleme seiait considerablemenL simplifie On 
reconnaiLrait, par exemple, que la foncLion satisfait a une 

equation dillerenlielle Imeaiie a second membre dont les coeffi- 
cients et le second membre sont des foncLions lalionnellcs de r 
Je n’lnsisteiai pas davantagc sai cctLc question, me bornant a 
renvoyer aux Mcmoircs cites et en paiticulier au Chapitie VF 
des Methodes iiou^eUes de La Mecanique celeUe 
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CHiPITRE XXIV 

GENER\LITES SUR LA TIIEORIE DE LA LUNE 


311 La iheorie de la Lune doiL ^tie exposee en deux parlie-^, 
dans la premieie paitie, on cheiche quelserait le mouvement de la 
Lune, SI la Lune, le Soleil et la Teue exisLaienl seals el etaien, 
reduits a des points inaUiiels, dans la seconde parlie, on cherche 
comment ce mouvement est Iroublo pai I’alti action des planetes et 
par rinfltience de Faplatisscment teiicstie 

La ]>remiere paiLie n’esl done qu’un cas particuliei du probleme 
des trois corps, ct la dilficult<‘ ne piovientque de la grandeur rela- 
tivement consideiable des peiUubations pioduites Le lapportde 
la force pei tiirbatrice a TatUaclion du corps central est, comme 
nous Favons vu au Chapilic II (p 5^), de I’oidre de 

\hc) ' 

771 i ^tant la masse du coips lioublanl, 77^^ celle du coips central 
AC et BC les distances inutLicllcs des tiois coips Ce lapport est 
le produit de deux facteuis dont Fun est le lappoit des masses et 
Fautre le CLibe du rappoit des dislances Dans le cas des planetes, 
le premier facteur est tres petit, ot Ic second fini , Jans le cas de la 
Lune, au contraire, Je piemiei laclcui est giand et le second tres 
petit II en resulte que le pioduit des deux lacteuis est petit sans 
P -11(2) 


I 
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doute, sans quoi le probleme ne pourraiL se resoudre par approxi- 
mations successivesj mais beaucoup moms petit que dans le cas 
des planetes, de sorte que I’approximation est beaucoup plus 
lente. 

La difficult^ et [’importance du probleme ont amene un giand 
nombre de geometres a s’en occuper et I’etude de leurs recherches 
est extrdmement interessante au point de vue historique, on en 
bra avec profit 1’ expose dans le Tome III de la Mecanique celeste, 
de Tisserand Mais aujourd’hui on pent dire qu’il n’y a plus que 
trois metbodes qui comptent celle de Hansen, celle de Delaunay 
et celle de Hill-Brown 

Celle de Hansen est celle qui a servi a construire les Tables 
actuellement en usage Ces Tables sont d’une exactitude leinar- 
quable et, si elles s’dcartent des observations, les divergences ne 
sont pas dues a un d^faut de la methode (au moms tant qu’on ne 
considere que le Soleil, la Terre et la Lune), puisque les autres 
mdthodes, plus satisfaisantes au point de vue theorique, semblent 
devoir conduire aux ni4mes divergences, mais a I’omission de 
quelque terme provenant de Faction des planetes ou a quelque 
cause inconnue Cette methode est toutefois tres compliquee et je 
renonce a I’exposer ici, renvoyant soil aux Ouvrages origmaux de 
Hausen, soit au resume qu’on trouvera au Ghapitre XVII du 
Tome III de Tisserand Le succes de Hansen parait du surtout a 
son habilete et a sa patience personnelles, et aussi a ce fait qu’il a 
cherch^ directement les valeurs numeriques des coefficients sans 
passer par une expression alg^brique ou les conslantes seraient 
represent^es par des lettres 

Delaunay a fait tout le contraire, tons ses coefficients sont 
exprimes par des series ou figurent les difif^rentes constantes du 
mouvement de la Lune et dont les coefficients sont des nombres 
rationnels exactement deteimines Ces formules sont done appli- 
cables, non seulement a la Lune, mais a un satellite quelconqiie 
(en le supposant unique) 11 suffirait d’y substitiier, au lieu des 
constantes relatives a la Lune, celleis qui se rapporleraient a ce 
satellite II serait ais6 egalement de voir immediatement quelle 
serait I’lnfluence d’une correction apportee a Tun des elements de 
la Lune La determination des nombres lationnels qui servent de 
coefficients a exige un travail enorme, si M Andoyer a decouvert 
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quelques erreuis, c’est seulement dans les termes d’ordre tres 
ele\e, et qiu n’entreiit pas en ligne de compte avec I’approxima- 
tion habiLuelle des Tables Ce liavail algebriqiie est restd long- 
temps mutilise et c’est seulement tout dernieiemenl qu’il a ^te 
leduit en nombres 

Brown a piis une position i ii lei median e Ses coefficients ne 
sunt ni puiement numtiiques comme cciix de Hansen, ni pure- 
inent anal^'tiques comme ceuv de Delaunay lls se piesentent sous 
forme de senes pioccdant sm\ant les puissances des divers ele- 
ments, le rapport des mo>ens mouveinents c\cepte, les coeffi- 
cients de ces series sont calcules niiin^iiquemcnt, mais ces coeffi- 
cients ne sont plus des nombres lalionnels, ce sont des fonctions 
du rappoit des moyens mouvements, qu’on pouriait egalement 
d^veloppei en series, inais doni on se home a determiner la valeur 
num^iique Comme, d’aulre pait la methode de Brown ^tait 
beaucoup plus diiecte qiie les aiities, il a pu poussei I’approxima- 
tion beaucoup plus loin qiie ses devanciers 

La m^thode que nous exposerons ici est celle de Brown avec 
quelques modifications, e’est elle, cn eflet, qiii nous pennet le 
mieux d’utiliser les idsullaLs obtenus dans le Tome 1 et de ratta- 
cber ainsi la theorie dc la Lune a la thdoiie generate dii probleme 
des trois corps 

312 Nous adopterons les notations du Chapitie II, Tome I, et 
nous renverrons en paiticuhex au n” 42 Nous dt^signerons done 
par 

mi z= m2= rrii la masse de la Lune, 

7724= la masse du Soleil, 

7727= 7728 = ^0 massc dc la Teiie, 

par 

ri, les cooidonnecs de la Lune, 

2:4, Xq^ les cooidoiiiiees du Soleil, 

X'j^ 378 , ry les cooidonnecs ('e la Terre , 

pai A, B, C les positions des trois corps Lune, Soleil, Teire, 
pai D le centre de giavitd du sysleme Lune, Terie, par 

^1, ^2, ^3 les tiois piojeclions du vecteui AC, 

37g, Xq W LD 
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Nous poserons 




/nj rn-i 


. mi H- m-, 


m[ = m'.= 77 ^^. 


Ji = 


/ ^ 


Ti 


= i/^Zi! 
2 \ 


2 V 

/?io 


Z£ 

m 


{)■ 


T.: 









de sorte que repr^sente la force vive de la Luii-^ < I ;i ii 
vement relatif par rapport a la Terre, en lui attrib^^ U I 
la masse 7 n\^ tandis que T2 represente la force c 1 1 1 

son moiivement relatif par rapport au point .D, I i i 

ficti vement la masse m ',^ . 

Nous poserons en outre {voir t. I, p. 55) 


I" y TYX,^ 

n mi{m\ - 4 - rn^ } 


' AC ' 

Bio ^ ’ 



Al) (bW 5^ 

>• 


F ~ Tj-f- T oH- U j-t- Uo-i- U3 = ^oH- mi n 


<*^0= T2-4-Uo, m;4>i = Ti-f-Ui -H Us- 


Nous avons vu que U3 est comparable au ytto 

\ 0000000 ^2 et de Uo, ce qui nous permet c lt * i 

-devant<I>o. 


313 . Les equations du mouvement prennent la 

,(i) - i^F dy- dF 

dt 'dyi' dt^ dx'i^ 

Si nous faisons ^ = 4, 5 , 6, nous voyons qtxe « 

(’^) Je trouve plus avantageux de poser . 

y=m'iy 

-au lieu de 

F = 

y=: my', 


■comme au Tome I, 
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X,4-U, sont niilles, que celleb de U) sont negligeables devant 
celles de <J>o, de sorLe qu’il lesLe 


(2) 


dxi 

dt dy'i 


dy[ ^0 

dt clxi 


(i = 4, D, 6), 


ce qui prouve que le mouvement dii Soleil pai rapport au point D 
peut etie regaid^ comine L^plerien 

Si nous faisons ^ = i, 2, 3, les deriv^es de sont nulles et il 
reste 


(3) 


dx ! 
dt 


d^ 

' dy[ ' 


dt 


— /?? 


^ dx’i 


(t = 1 , 2 , 3) 


Les seconds membres des equations (3) dependent encore 
de^4, ^(,7 ^6? ces quantites 6Unl ddteiminees pai les equa- 

tions (2) peuvent ^Lie xegardees coinme des lonctions connues du 
temps Si on les remplace alois par leuis \aleuis en fonctions du 
temps, les equations (3) se prcsentent sous la forme canonique, 
mais de telle facon que la fonction caiact^ristique d^pende 
expliciteinent du temps (comme au n*’ 12) 

D’autre pait, si I’on veuL cviler la presence du petit facteui 
il suffit de posei comme au n'* 121 (,t I, p 162) 

y[=m\y[ (j = i, 2, 3) 


Les equations (3) restent canoniques et de\iennent 

dx't _ r/4>i dy'i _ d^i 


314 11 faut mam tenant appliquei les piincipes des Chapitres X 
etXII Les lesultats en ont 6tc resumes en particuliei au n" 177 
On y voit que les elements osculateurs peuvent ^tre d^velopp^s 
suivant les puissances de p et des e\pressions 

('U E/. costn, E/,sinwA, 

suivant les cosinus et les sinus des multiples des arguments les 
coefficients des developpemeuts dependant encoie de n constantes 
d’mt^gration (s’ll / a /i + * coips) 

Les E sont des conslaiiLes d’lnldgiaLion de Tordre des e^centii- 
cites et des inclmaisons Les aiguments (v' et vanent propor- 
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tionnellement au temps, et I’on a 

t -I- = 111 t -H Tj5i ; 

les TS et les sont des constantes d’integration ; les ii! et les y' sont 
des constantes developpables (cf. 179) suivant les puissances 
de a et des E-. 

Nous avons vu ensuite an 19:2 que les coordonnees heliocen- 
triques (ici geocentriques), c'est-a-dire sont develop- 

pables de la meme inaniere, et qu’il en est encore de meme de ) ) , 
bes developpements prennent d’ailleurs la forme (cf. t. 1, 

p. 327) 

(5) ^ 

les les k et les j) etant des entiers et Ton a 

=0 

dans les developpements de ^3, y\., 

( 7 ) 

dans ceuxde^;,^;,^;,^;^ yy ^os 1113^ |g7 

et 192, p. 828). 

Nous n’avoiis que des cosinus dans les developpements de 

a-;, y,, y.. 

Nous n avons au contraire que des sinus dans ceux de 
^2: ^ 5 . JKi, JTa, y'i, y 

(cf. n" 190 et aussi n" 192). 

Le nombre des arguments w' est de 4; celui des arguments 
de 2 (n" 193). Mats I’lm des moyens mouvements y) est mil et ii’’ 
se reduit a une constante. Si d’ailieurs on prend le plan invariable 
pour plan des on a £4=0, de sorte que rargument n-', iie 

figure plus dans les developpements et qu’il ne reste plus que 
cinq arguments : i i 

i 

( 


( 8 ) 



GLNtRALITIS SUR LA THEORIE DE LA JUNE 


7 


Qne nouvelle simplification piovient de ce fait que la masse de 
la Lune etant Ires petite, le moavement du Soleil par rapport an 
point D pent ^fre regards commc k^pUrien Le plan invariable 
que nous avons pus pour plan des x^X2 n’est alors autre chose 
que le plan de rorhiLc solaiie D’autre part ^3, qui n’est autre 
chose, an signe pies, que la longitude du p^rihelie de I’orbite 
solaire k^pleiienne, se icduit a une constante, et il ne nous reste 
plus que quatre arguments distmcts tv',, tv',, tx’", cv'i, dont il est 
ais6 d’apercevoir la signification iv\ est la longitude mo}enne de 
la Lune, je ne veux pas due la longitude moyenne sur I’orbite 
osciilatrice, mais poui ainsi due la longitude mo}enne mojenne, 
(v",, c’est la longitude moyenne du Soleil, — c’est la longitude 
moyenne du p^iig^elunaiic, — c’est la longitude moyenne du 
noeud 

De meme E, est une constanle qui joiie un r6le analogue a 
I’excentricit^ lunaiie, Eo joue le rdle de I’mclmaison, E, joue le 
i 61 e de I’excentiicit^ solan e, et nous pouvons meme piofiter de 
I’lndeteimination dc cetle constanle E^ poui stipposer qii’elle est 
precis^ment ^gale a cctLe excentnciLe solaire 

Dans les de\eloppements de 

^ 2 ^ y'u r'^1 

Texposant de E2 et le coefficient de seront toujouis pans Ils 
seront toujouis iinpaiis, au conliaire, dans ceux de 

^31 y'i 

(cf n° 191 ) 

Si £3= o, c’est-ci-due si I’oibile solaiie est supposee circulaire, 
nos developpements nc dependent plus de (^’'3, mais de I’aigument 

/m w'[ -H ki w\ -f- Pi tvi + Pi w'2, 

ou I’expression 

Ai -H Aj — Pi — /?2 

est ^gale a z^io poui les distances mutuelles et pour ^'3, et a i 
pour x\ et x\ 

Si de plus I’lnclinaison esL nulle, c’est-a-dire si £^=0, les 
termes dependant de dispaiaissent, on a donc^', = 0, et dans 
les distances mutuelles des irois corps figuie seulement I’argument 

kiiV\~r Pi 



CHAPITRE XXIV. 


ou 

pi = ^‘l -+- ATj* 

Elies dependent alors seiilement des deux arguments 

tVl-htVj, 

et elles sont developpables suivant les puissances de 
El cos ( ^2 "+" )? El sin ( -4- 

C’est le cas dii probleme restreint. 

Si nous revenons a riijpothese Eo^o, E;} = o, I’integTale de 
Jacobi a encore lieu. 


315. Nous avons pose plus haul (iV 312) : 

7 ?ii j = Tj Ui -f- U3 5 

nous ferons d’abord observer : 

I" Que U 3 est beaucoap plus petit que T, + U< ; 

2 Que 1( et U( dependent seulement des masses m, et nij et 
des coordonnees de la Lune, c est-a-dire des inconnues , x [ , x',, 

3“ Que U 3 depend en outre de la masse m, du Soleil et des 
coo^rdonnees du Soleil, qui sont des fonctions connues du temps 
et des elements de Forbite solaire. 


D’autre part, comme AC est beaucoup plus petit que BD, on a 
(c/. t. I, p. 55) : 


(9) 


U3 = — 




- frt 


' — ^ P 

{ nil ’ 


K 6 tant une fonmion de Fangle des deux directions AC et BD, 
onction definie Tome I, page 49 , et la serie ( 9 ) convergeant 
tres rapidement. o ■- 

Solid!' elements du 


1 “ 11 est proportionnel a m. ■ 

u ^ 

2 ° ne depend que du rapport — ; 
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3“ Uj depend en outre des Elements de I’orbite terrestre, a 
ba\oir de la longitude cl u penhelie — iv\, qiii est une constante , de 
Id longitude moycnne du Soleil — qui vane proportionnelle- 
ment an temps, de l’e:x.centi]cit^ solaiie, que j’ai designee plus 
haut par E3, et enfin du denn grand a\e de Poibite solaire que je 
d^signerai par a' 

Voyons comment cliacun des teimes cle la sene (g) depend 
de a La distance \C ne depend que des cooidonnees de la Lune, 
le facteur depend d’un angle, il ne dependra done pas de a', 
mais seulemenL des autres elements du boleil Quant a 
e’est la puissance + d’une longueui, il seia done piopor- 

tionnel a Le lapport sera independanL de a' Nous pou- 

\ons done ecrire 


(lOj 



m ijnijdz 7 / 2.7 
( mi nil ) < 


P„AG« 


/ n' 1 

vbd; 


et comme tons les factcurs sauf le deinici sont independants de a', 
nous aurons le dcveloppemenl de U3 suivant les puissances 
decroissantes de ol Le premici leimc du developpcmcnt (10) est 


//l4 


771 1 7/27 
7/2 1 -h //1 7 



I 



de soite que nous pouvons eciiic 


£l 

m\ 



Q„ etant independanL de el de d 

Le facteur ^ est petit, e’est lui qui joue le role Je p. D’ail- 


leurs a! est une constante et notre lonction pertuibatnce se trouve 
developpee en une seiic lies couveigentc piocedant suivant les 


puissances de ^ Cette constaiilc ^ pounait done aussi jouei le 

role de p, de soite qu’en appliquant les primipes precedents, 
nous trouvenons que nos inconnucs pciivent se developper suivant 
les puissances de 


/n^ 


I 


et de 
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D’autre part, la troisieme loi de Kepler nous donne 
d ou 


IH ^ 

Le second facteur est une constante coniiue, elle est si voisine 
de Tunit^ que nous pouvons prendre simplement 

\x = n\ 

II semble done que nous devions concluie que nos coordonndes 
vont ^tre d^veloppables suivant les puissances de n\ et de 

Mais avant d’adopter cette conclusion, il convient d’y legarder de 
plus pies et Ui dependent de de deux manieres 

Directeinent, a cause du facteur [jl= ^ qui affecte U3 , 

2^* Indirectement, parce que U3 depend en outre de (v",, qui est 

6gal kn^t 

Pour pouvoir appliquer les principes du Gbapitre X, il faut 
regardei (en tant qu’il entre par et [jl comme deux variables 
inddpendantes Dans ces conditions, nos de\ eloppements proce- 
deront suivant les puissances de pi, mais les coefficients seronl des 
fonctions des differentes constantes et en particuliei de Or 
nous avons vuque les integrations introduisent des petits dmseurs 
de la forme k\n^ *4- ^2^2 j I’un de ces petits diviseurs est precise- 
ment 

Consideions done un terme quelconque du developpemenl 
dependant de ce petit diviseur qui est /Zo, soit jy I’exposant de u 
et p celui du petit diviseur, de telle facon que notre terme con- 
tienne en facteur 

T ’ 0 

Li expression a — - repr^sente ce que nous avons appele la 

classe du terme, et nous avons d^monti^ au n® 198 que cette 
classe ^tait toujours positive ou nulle 

L exposant 2 a ^ de ne peut done pas ^tre negatif, mais il 
n’y a pas de raison pour qu’il soil pair 
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Ce ripest done pas suivant les puissances de n] et de ^ que 

nos dei^eloppements piocedent^ man suuKint celles de et 

de A Nous \errons dans la suite, a la fin du Chapitie XXVIll, 
a' 

qii’il pent mtme, mais seulement pour cles Leimes d’ordie tres 
eleve, s’uiUoduiie de petits diviseuis en n\ ou n\ II en lesulte 
que pouria, dans cci tains teimes du de\eloppement, figuiei a 
une puissance negatwe 


316 Nous Liouvons done finalement 

x' = /■(mi, m7, m,, ;i,, Ej, E 2 , tr", a', Ej, 

Nos coordonn^es dependent en eflet des Liois masses, des quatie 
aiguments (p", a’j, des deu\ constantes d’lntegration Ei 

et E 2 intioduites plus haut, d’lme tioisieme conslante pour 
laquelle nous pouvons choisir le inojen mouvement /ii , des ele- 
ments de I’oiLite solaiie E, et 

Nous poinons lemplacei pai a^^n] et mtiodune une nou- 
velle constante a definie pai 

;??! H- m^ = nf 


Alois el sont des fonctions de — et de n^a^. de sorte 
que nous pouvons eciiie 

0^'=/ a, flu E,, Ej, Mt-'i, w'l, w-',, a', ftj, Ej, 


II faut fame intervcnii maintenant des considerations d’homo- 
g^neild 

a eta' sont des longueuis, dc meme que les , 

— et — sont des temps , 

rii 712 *■ 

les E sont des noinbies, ou du moms on pent piofiler de Find^lei- 
inination de leui d< finition pom le supposei , 

— et les (p sont des noinbies 

7717 


Dans ces conditions, poui que la foimule soil independante 
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des unites de longueur el de tempb, on doit avoir 


x' = a 



Je n’^cris pas explicitement celles des variables qui sont des 
nombres Nous poserons 




a 

::7 = a, 


et coinme nos expressions sont developpables suivant les puis- 
sances de /lo et de nous voyons qu’elles le seront suivant les 

puissances de m' et de a, la constante m est le rapport des moyens 
mouvements, a est ce qu’oii appelle la parallaxe 

On aura d’abord, en differentiant par rapport an temps, 

m\ di^ __ I dx'i 
mi dt ^ ml "ST’ 

I H— "■ 


et, par consequent, par raison d’homogeneite, 
et, d’autre part, 


yl=ntaf[ 

^ 712 ^ 

]%l Of 

)= 


OJ • “ ^ 

// 

Ti 


’ a 

rix a ■ 


317 II convient encore de faire quelques remarques au sujet 
de la symetrie Nos developpenients procedent suivant les puis- 
sances de 


m , 


T? cos , 
sm ^ 


T7 cos ^ 
Eg w' 


XI cos 
Es 

sin 


et Targument du terme general est 

(^2 H- p% wpg -H (v'g 


On a 2 ^ “2 /’ = o PO“r x\ et = i pour a;', et x\ D’ailleurs 
est pair pour x\ et x\ et impair pour x\ , d’ou il suit que 

^2 — P\ — Pz 
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IS 

e&t tonjours impair D’aiitie part, est toujouis de meme parite 
que I’exposant de Ej , done A 4 -h ^*2 — p\ — i est toujours de parite 
opposee a cet exposant 

Soil inamtenant yo I’exposant de la paiallaxe a, nous voyons 
que la position du Soleil ne change pas quand on change 

eii 

— a\ iv\ H- 7t, tP 3 -4- Tz 

Dans ce cas, les cooidonnees du Soleil ne changeant pas, iien 
ne doit chaiigei puisque, dans nos equations, a', as, iv\ ne s’ln- 
tioduisent que pai les cooidonnees du Soleil 

Or, dans ces conditions, un teime quekonque se liouve inulti- 
plie pai 

on doit done avoir 

-H A 2 ■+■ = o ( niod 9) 

D’autie pait nous avons trouve 

Ai -+■ A 2 — pi — />2 ^ I 

poui les trois cooidonnees x\^ et pai consequent 

A 1 -H /> 1 - 4 - 0 ^ ^ 


Poul les distances mutuelles nous auiions tiouve 


d’ou 


Ai4- A, — pi—p^ — pi = o, Oj 

Ai-h A.—/?! — o, 

A 1 pi “ 1 “ ^ 0 ^ 


Un peu plus loin (n“ 3!2()) nous poseions 

x= f'l cos(P 2 -H a-j sm 5 
j/ = — 'x \ sin -H a: 2 cos iVi 

Oa voii que si ki esl pan dans le developpement de x\ el x\, 
il seia jinpaii dans celui de ^ et el mveiseinent On auia done, 
poul X et 

^0'+" A»-4- I J « 

et pour les termes ind^pendants de a et de Ej, c’est-a-dire si 



i4 

9o ==/?3 == o, on aura 
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^2 = 1 


318 Nous allons donner line foimule impoitante pour ce qui 
va suivre, et, pour F^tablir, nous reproduirons a peu pres le rai- 
sonneinent dii n” 120, en nous appuyant sur le theoreme du 16 
D apres ce theoreme, si 1 on a un systeme d’equations canoniques 

^ ^ dy _ dF 

dt “ dy"" m 5?' 

et si les X et les y sont supposes expriines en fonctions des coii- 
stantes d’lnt^gration a et du temps t, on a I’ldentite 

2 ^ = do, - 4 -^ kdn.-^ dt. 


oil Q est d^fim par T^quation 




— y a?— , 

dx 


et ou les A sont ind^pendants du temps et dependent seulement 
des a 

Ici nous avons les equations (3 his) 

_ <^*^1 dy"i d^i 

dt dy[' ^ 

-Elies sont bien de la forme canonique, mais <!>, depend non 
seulement des mconnues et f , mais encore du temps, ce qui 
nous oblige a apphquer I’artifice du n" 12 Si 4>, ddpend explici- 
tement du temps, c’est par I’lntermediaire des coordonn^es du 
Soleil, qui elles-m4mes sont des fonctions periodiques de I’argu- 
ment w^. Nous introduirons done deux variables auiiliaires u et f 

Nous pouvons dcrire O, sous la forme 


et poser 

Nous avons alors, 


si 


y, w''), 

nous voulons que u = 

du _ dW 
dt ■*’ 


/Z > t “1— 0125 
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et nous pouvons eciiie les equations canoniques 


da' _ 

dr 


__ dr 

dt “ 

df' 

dt 

~~ dx' 

da 

d?' 

dK> 

__ dr 

II 

di? ’ 

"dU 

~~ dll 


Nous ajoutons aibitraiiement la quatiicme equation qui peut ^tie 
legal d^e comme la definition de Nous poserons d’ailleuis, pour 
unifier les notations, 

et, d’autre part, 

iVi= /If Z -h Wi 

ce qiii ne change pas la definition de /^^, /?j, etTny^ 

Les equations restent canoniques et F' ne depend plus explicite- 
ment du temps, nous pouvons done ecriie 

('ll) ^ 'v' dy'-\- u ch = -H ^ A dt 

Mais 

F' dt /I 2 P) dt = dt -f- {>{du ~ 

ce qui nous permet d’tcriie 

(ID) dy"=^ d(Cl— d'3. — ^idt v dm^ 

Quelles sontnos constantes d’mtcgiation Nous avons d’abord 7?i', 
E, etEi, que nous appelleionsles constantes [3 , nous avons ensuite 
les constantes Tu qui figuienl dans les arguments iv 

Le syst^nie (ii) etant du huilieme oidie, il y a une hmtieme 
constante, mats nous n’avons pas a nous en inqui^ter, car elle 
n’entre que dans la variable parasite e C’cst la constante K qui 
figure dans le second membre de Inequation 

/l2P -r = K 

Quant aux autres constantes, ce sont celles du Soleil, elles doivent 
ctic legaidees comme connues ct non comme des constantes d’ln- 
legration Paimi les sept constantes que nous conservons, nous 
distmguerons les ui et les trois autres Ei, E^) que nous 
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appellerons les Je puis ecrire alors, en distinguant les coefficients 
de ces deux sortes de constantes, 


et en posant 


Q'= il — m, 


nous arrivons a la formule 


(i4) 


dj” — A d-G5 ^ — 4>i dt -+- c dm^i. 


La function se trouve alors definie a une fonction arbitraire pres 
des constantes |3 et parTequation 


(•5) 


dil' 

dt 


= H- ^ X 


, df 
dt 


Le second membre esL une fonction des constantes et des argu- 
ments (r, periodique par rapport aux cv. 

Designons par H la valeur moyenne de cette fonction periodique, 
ce bera une fonction des [3 seulement. Nous poiirrons alors sup- 
poser que 

0 elant une fonction des |3 et des w, iieriodique par rapport aux (v. 
La valeur mojenne de cette fonction periodique pent 4tre choisie 
arbitrairement puiscpie Q'n’est definie qu’a une fonction arbitraire 
pres des constantes, nous la supposerons nulle. Dans ces condi- 
tions Q" est fonction seulement des jil et des «•'. 

Nous poserons alors comme au n“ 129 


06) ^T’dy- da- = 2 W ,- + '^G.-d?:, 

et nous reconnaltrons que les W et les C sont des fonctions des 8 
et des IV', periodiques par rapport aux Nous avons done I’identite 
smvante en rapprochant les equations (i4) et (i6) 

(. 7 ) 2^‘^-’-^'^Cd^-d(lU)=2^dr.^2^d^_^,dt + .d^,. 

Cette equation doit devenir une identite quand on y remplace iv, 


GBNERALITES SUR TV TIItORIE D^ LY I U^L 

par ntt-\-TSt Mors noire relation (17) pent s’eciiie 

^V^{ndt^tdn-^-dvs)-r'^Cd^—'H.dt—td'R 

= 2'^ —‘*>1 dt^v rf®2, 


d’oii, en idenufiant les coelficients des diverses difl4rentielles, 


(18) 


<l>i = 



/i, 


Wi = A, (i ' 

W2 = Aj-i- (» 






Discutons les equalions (18) cL appliquons-leiu les lemmes des 
n““ 108 et suivanls Si nous pionons d’abord Tequation Aj, 

nous voyons que le picmioi ineralne doit 4 tie une lonction des p 
et des w, peuodique par lappott auv ip, et que le second doit etre 
une lonction des p et des w D’adleurs cetle ec]uation doit devenii 
une identUe quaiid on y 1 emplace rr pai nt-^-Ts Cela n’est possible 
que SI W, et A, sontfonclioiis des p sculeincnt (pour i = i, 3 ou4) 
Si nous pienons matnlcnatiL la deinioie equation (18), nous 
verrons que le picmiei nieinbto sc compose d’une lonction C pd- 
nodique des «’ et d’une aulie fonclion peuodique des fv multipliee 
par c, et le second incmbie d’linc fonclion B des p, el des rs et 
d’une autre function des p muJtipliee pai t L’ld entile n’est possible 
que si I’on a sepatement 

dn rfll 

G = B = lonction des p 

On aiu a done 


^19) 


'^Wdn. = dH, 


et, en rapprochant de la premicie dquaiion (18), 

Nous remarquerons que dans la somme le teimeW^rf/ia 

P - 11(2) 


2 



i 8 


CHAPITRE XXIV. 


ne figure pas, puisque est une constante donnee et que p)ar 
consequent dn^ = o. 

Nous avons dit que W,, Wg, W., dependent seulement des ( 3 , 
vojons ce que nous pouvons dire de Wo, nous avons requatlon 

W2 = A2 -H P, 

ou Wo est line fonction des ^ et des iv periodique par rapport 
aux (r, ou 

7UV = K— <t>i, 

K etant notre huitieme constante, tandis que <E>( est une fonction 
des ^ et des (v, periodique par rapport aux (v ; quant a Ao , c’est une 
fonction des huit constantes [ 3 , w el K. Nous avons done Fidentite 

Wa-h 4 >i = /I2 A2-I- K, 

dont le premier membre est fonction des |3 et des iv, periodique 
en (V, et le second membre fonction des j 3 , de K et des w. L’iden- 
lile nest possible que si les membres sont Ibnctions des (3 seule- 
ment. J ecrirai alors la premiere equation (18) sous la forme 

(/l 2 W 2 -i- ‘i>i )H- /I , W, -h 71, Wg -f. 72^ W 4 = H, 

Oil cliaque terme du premier membre et le second membre sont 
fonctions des ^ seulement. 

Nous avons yu plus hautque quelques-unes de nos coordonnees 
sont des fonctions paires et d’autres des fonctions impaires des 
arguments ♦ 

ir'i, 

Le dernier de ces arguments est une constante cuie Fon pent 
regarder comme donnee une fois pour toutes; nous pouvons la 
supposer nulle, ce qui revient a prendre pour I’axe des le graiid 
axe de lorbite terrestre. Dans ces conditions nos coordonnees 
seront des fonctions paires ou impaires des quatre arguments 


Les fonctions 

suivantes seront 

paires : 



n dx ^ 

~dr' 

dt ’ ~dT^ 

da' 

dt 

H, 

W, A, p, ti. 

V Aj" , dv" 

dt^ ^ i;’ 

da' 

dw 
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Les suivantes seront impaires 


a^2, ri> ^3. 

Q-, a, c, B, x'y, 

Ce que je voulais laire remarquer, c’est que G devant ^tre ind^- 
pendant des tv el en m^rne temps fonction impaire des (v, devra 
^tre nulle, de sorte que nous aurons simplement 

2 rp' dy - dQ" = ^ W , 

et a cause des Equations (18) et (21) 

(22) '^x'dy-da''='^A.',d»>.-^y- 

ou Ton a pos^ 


712 


A'l — Ai — W/ (£ — 1,3,4): 


A^= A:-h 

ni 


de telle facon que les V dependent seuleinent des ^ 

319 De la foimule ( 22 ), on pent ddduire une sene de formules 
impottanles, que nous eciirons sous la foime 


x'^ 

dif 

d^ 



di)!' 

dw. 

dwi 

x’^ 

dQ!' 

dwi 

dwi 


= 

= a: 


(£ = 1,3,4), 


2i, 

712 


et, en particulier, pour la conblante m', 


dy _ , 

dm' 




Mais dans Fapplication de cette derniere formule, il faut faire 
attention a une chose , nous avons dent plus haul (p 12 ) 

x' = af( m', a ), y= Ui af{ m\ a J, 
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ou ^ ^ II faut alors fairt attention que et j/' dependent de m’ ^ 

non seulement directement, maib par I’mtermediaire de a qu] est 
fonction de et par Tintermediaire de a qui est egal a ^ 


320 Axes tournants — On pent avoii un giand avantage a 
rapporter le systeme a des axes tournants autour de Torigme avec 
une Vitesse angulaire /?>, ces avaiitages lessortent deja de ce que 
nous avons dit plus haut au n“ 313, nous avons vu en eflTet que 
lorsque £ 3 = 0 , les equations du mouvement se presentent sous 
une forme particuli^rement simple en employant ce systeme 
d’axes 

II serait facile d’etablir les equations du mouvement par des 
precedes eldmentaires, mais il sera pr^f^rable de rattacher la 
transformation aux principes du Chapitre 1 Je repiends les 
equations (ii) du n"^ 318, d’autre part, pour me rapprocher des 
notations de MM Hill et Brown, je designe par z les coor- 
donnees de la Lune par rapport aux axes tournants, de telle sorte 
que Ton ait 

X = cos a -t- sin w, 

JK = — sin a -H ^2 cos w, 

-5 = 


L angle u est Tangle des axes mobiles avec les axes fixes, e’esL 
done (^ 2 = -h ^2 j lalettie u a done la mdme signification 

qu’au n° 318, je poseiai ensuite 


et enfin 


K 1 == X cos u — Y sin Uj 
y 2 = X sm w H- Y cos a, 

r'3 = Z, 

v’ = if — (XjK — Yx) 


Dans ces conditions on a 

dx = da/^ cos u dx'^ sin + y du^ 
dy =—dx\ smu •+ dx'^ cosw — x du, 


et, par consequent, 


dx’ Q du = X dx -h Y dy 


Z dz H- if' du 



GEvniArirus sdr ri tiieorit Dr ia LU^E 

Le changemenl de vaualiles est done canonique et les Equa- 
tions (ii)(p i5) de^aennent 

, ^ ^ fix dF' 

\ fit ^ d\’ dt 

j ^ ^ _ dF' 

^ 6/i dv’ ^ c/t ~~ ~du ^ 

avec les Equations qu’on deduiL tics piemieies pai permutations 
circulaiies de r, y, c et tie X, Y, Z 
On a d’ailleuis 

= + -v*), 

et les Equations (28') nous auiaienl donne 

dev V dy clz 

— =.X-^n..y, —=Y-n,v, -^ = Z, 


dX ^ 
dt ~~ dx~^ dy 


en posant 

Ut + Us 


4.' = ^ + 1 2^’= F'- 


Remarquons que nous avons 


Xy — Yoc)^ r —^;^ — n\{v'-^y^ 


<. 4 ) 

I - Ya-)= ^dr^+y^), 

1 Jiz ( Xy ^Yx) = (yl — y'l x \ ) 

La derniere des foimiiles (2/1) nous fait connaitre Ic sens du terme 
coniplementaire 722 (Xjy — Y i), il lepresente, au facteur constant 
pies 722 , la constante dcs aiies dans le momemenl absolu 

Dans le cas ou Ejz= o, F' ne depend plus de jt, y, c, X, Y, Z, 
et pas de u On letiouve done Tintcgiale de Jacobi qui peut 


F'~--nzd= -H7i2(Xj^~Y^t)= const, 
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ou bien 


I /dx\^ Ui-H U3 
2 ^ \ dt) rri\ 



= const 


Nous trouvons ensuite 


^ydx'='^Xd3;—(Xy-Ya;)du, 

d’ou 

df='^x dX +( Xy — Yx) du, 


et, en rapprochant de la formule (22) et remarquant que u = (T’2, 

(25) '^TdX — da"='^x\dw,— ^''^'^^ , 
en posant 

^ i = 4>, + nj (Xj' - Yx) = F'— 72j p' 


D’autre part £1" esl encore defini par 


(26) 


d(^ dX 


dX 


H 4 tant une conslante choisie de telle fa^on que la valeur moyenne 
du second membre soit nulle II suffit en efFet de se reporter a la 
formule (i 5 ) et de remarquer que 




321 Choix des constantes — II impqrte de comparer aux nota- 
tions pr6c^dentebj celles qui ont ete employees par Hansen, par 
Delaunay et par Brown Delaunay emploie les arguments suivants 

^ *^2= — tV2= distance moyenne Lune-Soleil, 

F tPj -i- (^2 = -f- = distance moyenne Lune-noeud, 

I = wPj + (vj = ~ anomahe moyenne Lune, 

/ = ipj -h tp'3 = anomahe moyenne Soleil, 

ou SI = comme nous I’avons suppose, /' = (v" = fVo = w 
Hansen prend pour arguments 

^'=W2, 

0 ) = (u'= 
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Brovsn adopte les arguments de Delaunay, maib dans ses formules 
figment plus habituellement les e^ponenLielles imaginaires 

11 faut aussi comparer comment sont not6es les constantes qui 
coirespondent a celles que nous a\ons designees plus haut par 
/n', E, Eo, Es 

La consLante E'j, e'AcenUicil^ du Soled, est partout designee 
par e' , le lapport des deu\ moyens mou\ements que nous avons 
appele m' est design^ par Delaunay pai m Au con trail e, ce que 
Brown d^signe par m, c est le lappoit 

/i2 _ mouvement sideial dii Soleil 

;ii — no I — mouvement synodique de ia Lune 

Nous poserons comme lui 

?n' 


il est aisd de voir que m' peut se developpei suivaiU les puissances 
de ?n et que, par consequent, toutes nos sdiies qui precedent suivant 
les puissances de m' peuvent ^tre developp^es suivant les puissances 
de nij la conveigence s'en tiouve m^ine augmentee, on verra plus 
loin pourquoi 

Les constantes qui coiiespondent a a, E( sont designees par 
Delaunay et Brown pai a, e , mais elles sont definies d’une maniere 
difFerente Pour Brown a est le coefficient de ^ = dans le ddve- 
loppement de ^ -+• et par consequent celui de cosD dans celui 
de ou plutot a est defini de fagon qu il en soit ainsi, si Ton ne- 
glige E|, Ea et E3, pour Delaunay, a est defini pai Tegahtd 

/?2i-+- ^7= 

ce qui vauL mieux 

Delaunay defimt e de telle facon que le terme principal de 
Tequation du cenLie ait m^me expression que dans le mouvement 
keplerien, pour Biown, au contrail e, e est le coefficient de asm/ 
dans le developpemeiiL de — or', cos^v^ Ici la difference 

est imporiante puisque le e de Biown est a peu pies le double de 
celui de Delaunay 

La consLante d’mclinaison qui correspond a E3 est designee 
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par Y par Delaunaj et definie de telle fagon que Texpression du 
terme principal de la latitude soit la meme que dans le niouvement 
elliptique Elle ebt designee parK pai Brown et defime coinme le 
coefficient de 2 r/ sinF dans le developpement de z 
On voit que toutes les definitions de Delaunay font jouei le pre- 
mier r6le aux coordonn^Cb polaires, et celles de Brown aux coor- 
donnees rectangulaiies Ces differences n’ont aucune nnpoitance, 
et 1 on pourraitfairevarier les definitions debien d’auUes manieres 
sans rien alteier d’essenliel 


322 II impoite de se lendre compte de la grandeui dc ces diffe- 
rentes constantes On a sensiblement 

K ou y ^ 

To ~ (Delaunay), ^ 

Nos series procedent suivant les puissances de ces diveises quan- 
tiles, mais il impoite de remarquer que dans le coefficient d’un 
m^me cosmus, ou d’un m^rne sinus, Texposant de e, e', K, a esl 
toujours de m^me parite, de soite qu’enrealite nos sdries procedent 
suivant les puissances de 


— ou — , 
100 4oo 


K2== 


4oo 


3boo 


I bo 000 


Anssi la convergence sera-t-elle beaucoup plus rapide par rap- 
port aux excentncites et aux inclmaisons que par rapport a m qui 
joue le r61e du coefficient [x dans la throne des planetes exposee 
au rome 1 G’est le contraire de ce qui arrive dans le cas des pla- 
netes Aussi convient-il de d^velopper, non pas d’aboid pai rap- 
port a [x, puis par rapport aux excentncites, mais au contiaire 
a or par rapport aux excentncites et ensuite par rapport ^ m 

L est la la difference essentielle entre la theone de la Lune et celle 
des planetes 
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323 Nous comniencei ons pai deleiiinnei les teimes qui sont 
d’ordre zeio^ pai lappoit aii\ e\cenLriciLeb, a I’mclinaison et a la 
paiallaxe, c’e^L-a-diie pai lappoil aux E el a cy Ces teimeb ne 
peiivent ddpendie de ils seronL done des Lennes en 

cos . . . 

bi nous adoj:)tons Jes vaiiables cr^ y, z dii n" 320, nous \erions 
d’aboid cfue 5 esL nul puiscpie rmcliiiajbon esL siipposee nulle , 
d’autie pait, d’apies le 11 “ 192, t I, on a 

Ensuite, d’apies le 190, i I, r et Y ne conlienneni que des 
cosinus, Landis que j el X ne conticnncnL que des sniub 

Enfin, d’apies le n*^ f{l7, I’expobanL de a elant nul, /*> doit elre 
irajiaii En lesuine le iciine gencial dans ^ eL dans j'* seia lespec- 
tivemenL en 

cos( 2A -h I )( (ej— (e> ), sinCa/. -m)( cvi — 

ou cos( 2 /c H- i)D, bin( 2 /i + I )D, en inLiodinsanl I’aigument D de 
Delaunay (cf n*’ 321) 

Pour loimei lob equations du piobleme, il faul leprendie les 
equations gentiales ctablies an n" 320 el y fane a = E^ == o Fane 
a = 0 , c’cbl negligei la paiallaxe, c’est-a-dire reduue a son 
premier teime, ce qiii donne 
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p 2 etant Je polynome de Legendre 


p _ Scos^Y — 1 

l-' 2 

‘1 

On a d’ailleurs, puisque g = o, 

AG2=:a72-f-j2^ 

et puisque BD est parallele a I’axe des x (I’excentncitd E, ^tant 
nulle et par consequent le mouvement de B an tour de D circulaire 
et uniforme), puisque par consequent y est Tangle de AC avec 
I’axe des 

AG cosy = a?, 

d’ou, finalement, 

p,ags=1£!=z! 

2 

Mais nous avons trouve plus haut au ii® 320 

p/ t UiH-Us 

F rejP 1 Ya?) 


Rappelons d’autre part que 


nii 

AG ’ a'3 ~ ”2’ 





d’oii enfin 


F'= njp'H- J 2a;2— 

2 \c — ; — 


H- nz{Xjr — Ya?) 


Comme F ne depend pas de la variable auxiliaire p' se rdduit 
a une constanle et ne joae aucun rdle, et les Equations cano- 
niques (aS) du Chapitre pr^cddent deviennent 

(l) > _ mj-h m^ 

I dt 


m 


y— n]y — n,X 
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Mais les deux premieres equations nous montrent que 


dt 




dy 


dP- dt ' 


— 

dt 


d-y 

dP- 




dx 

~di' 




Si^ 


■ 2/12 


dt 

dx 


— 




de sorte que les dermeres equations ( 1 ) deviennent 


( 2 ) 


Ip ~ ^ dt AC<* ’ 


rf<2 


dx 

■'^’^'-Tt 


ni\ - 4 “ m-i 
■ At-i 


JK = o 


Ces equations peuvent etie mises sous une autre forme, si nous 
posons 

^ = D = T, 

celarevient a changer Turnip de temps de telie sorte que Targu- 
ment de Delaunay joue le rdle de temps On a alors, d’apres 
le n" 321, 

dz _ ^^2 

— ^ m — rii- 


Si alors nous posons 

m<i -I- 

X = r » 

(s/ii - 

les Equations deviendiont 


(3) 


d^x dy /X 


d^ y 
dx ' 


dx 

dz 


11 . 

AG’ 


0 , 

o 


Telle est la forme parliculierenient simple que prennent les 
equations du mouvement de la Lune quand on neglige 

I “ La pai allaxe , 

2 ° L’excentricite solaire, 

3*^ L’lnclmaison 


Le probleme que nous proposons maintenant est de trouver une 
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solution particuhere de cette Equation , a savoir celle qui corres- 
pond au cas oil la constante est nulle Comme nous venons de 
voir que x et jk sent developpables suivant les cosinus et les sinus 
des multiples de aD, ou de 2 r, nous voyons que cette solution 
particuhere est une solution periodique Le probleine a ^t^ 
entierement resolu par Hill dans un Memoire de tout piemier 
ordre dontnous allons exposer les principaux r^sultats {American 
Journal of Mathematics, X 1) 


324 Equations homogfenes — Amsi que nous I’avons vu au 

Cha-pitre precedent ces Equations admettent Tmldgrale de Jacobi 
qui s’eent ’ 





C’est d’a illeurs u ne combinaison immediate des Equations (3) 
Ici / , 2 d^signe la distance AC 

Nous avons done trois equations que je puis eenre en mettant 

SC 

dz ^ ^ ^ d’lnconvenient, nous obte- 

nons ainsi 


(o 


vt- Z/ 


^mx' 


^ //Cr - 


/3 

/C7 

7^ ““ 




Entre ces tro.s Equations nous aUons dliminer ic, nous trouverons 
^^-^yy-^l.Tn(,yr'-coy')^ -(af's+ys)— = C 


= 0 


- " a 

( r*' )_/-)- a?ar') — 37n»a7^ 

X /etTTua ““Itipbant les trois equations (4) par 

e. I, .econde ea Us p„^. 2 , « „ ^ 

^ a?, 7 et leurs d^nv^es ^ ^ ^ ® P®"" 
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325 Equations imagmaires — Hill met encoie ces Equations 
sous une autre forme en mtrodinbant les notations 

= a: -+- ly^ s = % — ly 
Elies deviennent alois 


I m/H- u"s — — -h5 )®= aC, 


( 6 ) 


3 , 


us!" — u''$ ^ %mi(^us' su') (m» — ^’)=o, 


ces deux equations peuvent 4tie remplacees pai une seule 

( 7 ) m/ — 2 mius' -+- ^ ( 1 5 Zf" -H 1 8 4- 3 j’ ) = G , 

a laquelle il convient d’adjoindie son imaginaiie conjiiguee 

(8) u''s-\- 2 misu^-\-‘ 3 z4 ®)= G 

II est aise de verifier en eflet cjuc les deux equations ( 6 ) ne sont 
autre chose que la sommc et la diflcrencc des Equations ( 7 ) et( 8 ) 


326 Les equations ( > ) loiment un s^blemc du quatiieme ordre, 
elles conviennenl pour rolude des tciines de degie zeio et pour 
les tenues qui dependent beuleiuenl de I’cxcentncitc lineaiie E|, 
maib sont indcpendants dc rmclinaison E>, dela paiallaxe or, et de 
rexcentiicite solaire Ej L’exccnlncitd lunaiie E| est Tune de nos 
constantes dhnl^gialion, si nous la suppobons niille, il ne subsistera 
que les termes de degie ze/Oj que nous nous propobonb actuelle- 
ment d’^tudier L’ensemble de ces teiineb de degie zeio represente 
done une solution pailiculicic de nos Equations (3), comme ces 
termes dependent d’un seul argument D = t, ils &ont periodiques 

Le piobleme levient done k chercbei une solution piiiodique 
des Equations (3) 

Si Ton eonstruit la Irajeetoire T du point 7 pai lappoitaux 
axes tournants, eette Liajectoire seia une couibe fermee, puisqiie 
X ely sont des fonctionb peiiodiques du temps Comme x ne eon- 
tient que des eosinus, et sculement des sinub, eomme d’autre 
part les developpements de a? et de eontiennent que des 
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termes dependant des multiples impairs de z, les deux axes des x 
et desjK seront des axes de sym4tne pour cette courbe fermee T 

En ^hminaat x entre les Equations (4) et en regardant C comme 
une constante arbitraire, nous formoris un syst^me (5) ou (6), ou 
(y) et(8) qui peut etre regarde comme plus general, puisque ce 
systeme ne change pas quand on change a:, et C en Xir, Ij', 
en d^signant par 1 une constante quelconque Si une courbe 
fermde T satisfait aux equations (3), elle satisfera ^galement aus 
Equations (y) et (8), mais ces equations (y) et (8) admettiont en 
outre pour solution toute courbe homothetique a T par rapport a 
I’origine 

Le problfeme a ete enti^reinent r^solu par Hill, amsi que je I’ai 
rappeld dans ines Methodes nouvelles de la Mecanique celeste 
P 97 ) Po'ti" Ifis petites valeurs de m, Hill trouve une couibe 
ayantla forme g^n<5rale d’une ellipse, pour ^ = 1 , 78 , il trouve 

une courbe avec deux points de rebroussement situes sur I’axe 
des X 

S’ll avait pouss^ plus loin, il auraitsans doute trouve une couibe 
avec deux points doubles sym^triquement situds sur I’axe des a;, 
puis ces deux points doubles se seraient confondus en un seul situ4 
a 1 engine, puis ils auiaient disparu et la courbe T seraitredevenue 
une courbe fermde sans point double mais parcourue dans le sens 
retrograde Mais les premieres courbes determinees par Hill ont 
seules de I’lnteilt pour I’etude du mouvement de noire satellite 


327 Calcul des coefficients — Voici k quoi levient la mdthode 
de M. Hill, pour les petites valeurs de m Aulieu des equations (3) 
envisageons les equations plus general es 

=0 

ipx'— ^p^y^irriiy^ ^ = 0 

z 2 7 » 

En les traitant comme plus haul on en ddduirait, au lieu de ( t 'I 
et (8) les Equations, 


( 3 bis ) 


(7 

{S bis) 


m/— ^J>^flS= 3sn-h C, 

•> , 

3u^-j-i5s^)-hC 


2/?ZSu'-h — ? 

2 
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Nous aliens d^velopper la solution suivant les puissances 
cioissantes de /?i-, unefois la solution obtenue, nousy ferons/? = /?? 
pour retomber sni les Equations (3) 

Supposons le piobleme lesolu el posons 


^ - = Mo-h 


(9) 


- 9> 


rrC^^Sa 


= Sq -H ?n“Si — t— //f 57 -T- —1“ fitf-'j dq 

G = Go “1“ Cl -4” fyt** Gg — H — H 771^^ Qiq - 


11 s’agit de d^teiminei pai approximations successives, d’a- 
bord 9 o? Go, puis Ci, puis C2 , , et ainsi de 

suite 

On prendra d’aboid 


u 0 — s 0 1 ^ 


Go = — 


I 



9 

4 




Quand on aura lemplac^ dans (7 bis) et (8 bis) ^^5 s eX C par 
leuis d^veloppements (9), on trouvera dans le premier membre 
des termes de la forme 

et d’autres d une forme analogue ou Uol ou Ap, outous deux, ontet^ 
reinplaces par Tune de leurs deux premieres d^rivdes Dans le 
second membie on trouvera des termes de la forme 


OU de la forme 
OU encore de la forme 

/n^aGa 


Je suppose qu’on ait determine dans les approximations prec^- 
dentes 


IfQ, 


, jusqu’d 

^<7— 

S01 

Su 


^<7—1 j 

Go, 

Cl, 

, » 

G7— 1, 


et qu’on veuille determiner Uq^ Sq^ Cq Egalons les coefficients 
de 772-^ 

Dans le premier membie nous devrons retenir les termes qui 
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contiennent en facteurs, c’est-a-dne cgux ou 

Of “h P ^ 

Ges termes ne contiendront que des quantitds connues sauf ceux 
ou a = ^f, j 3 = o, ou bien encore ceux ou a = o, [3 = ^ Dans le 
second membre nous devrons retenir ceux on 


“-I- P= 9-1, 

ils ne contiendront que des quantitds connues, nous devons encore 
retenir le terme m-^ C, qui est inconnu 

^ Les termes encore mconnus du premier membre de (ij bis) 
s’obtiendront done de la fagon suivante, prenons par exemple le 
terme 

zis^ 

je puis r^enre 

Or, on a, par les d^veloppements (9), 


Nous devons, d’apr6s ce qui precede, letenir les termes tels 
que a + p = ^ , nous distinguons parmi eux ceux qui contiennent 
uim des inconnues ou c’est-^-dire les termes tels quea = o, 

p - g, ou bien a= y, p = o Les termes k conserver sont done 
les suivants (en rappelant que «« = i = o, s'; = o ) 


S'^ 2LSq^ Sg— Uq 


Nous op^renons de la m^me fagon sur les autres termes du 
premier membre et il nous resterait comme termes, contenant 1 
des inconnues, 


une 


(lo) 


-1- 2^ + 


2 

— (^P 

Gonservons ces termes (lo) dans le premier membre, et faisons 
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passei au contiaire dans le deuxi^me membre tons les termes qui 
ne contiennentque des quantit^s connues, nous obtiendrons une 
Equation de la foime 

l) A (Sq, ILq) = •+• Cjr/ 

Dans cette equation, L{sq^Liq) n’esl antic chose que P expres- 
sion (io)j c’est done une combinaison lineaiie a coefficients con- 
stants de Sq^ Uq et de leuis deriv^es La fonction est Pensemble 
des termes connus qui se tiouvaient dans le deuxieme membre ou 
qu’on y a fait passer C’est une fonction peiiodique de t 
En operant de la m^me facon sur (8 bis) on aurait obtenu 

Uq) est Pexpiession 



imaginaiie conjuguee dc A (5^, Uq) et ddduite par consequent 
de A (5^, Uq) en peiinutant Sq et iiq et changeant ^ en — ^ 

<I>^ est Pimaginaiie conjugee de e’esL done une fonction 
connue et peiiodique de t, developpable suivant les puissances 
positives et negatives de Pom passer de <^q a il snffit de 
changer en et de remplacer les coefficients numciiques par 
leuis imaginaires conjugu( 5 es, nous vcrions plus loin que ces 
coefficients numciiques sont toujours reels et par suite que cette 
derniere operation est inutile 

Quoi quhl en soit, nos fonctions mconnues se tiouvent dCtei- 
minCes par les equations (11) et (12) qui forment un systeme 
d’Cquations lineaires a coefficients constants et a second membre 
Soient, pai exemple, a, a\ ^ el f[ les coefficients de dans 
Uq et 9^, il s’agit de dCtei miner les coelficients inconnus 5 et /i 
a Paidc des coefficients connus a cl b 

Pour cela, les equations (i i) et (12) nous donnent 






34 


CHAPITRE XXV 


Ces deux Equations du premier degre nous donneront i et t] 
Le cas de /: = o m^rite une mention sp^ciale, d’abord les pre- 
miers membres des deux Equations (i3) deviennent identiques, 
ensuite il faut tenir compte dans les seconds membi es du terme , 
les Equations s’^crivent alors 

I — n) ( Cqj 

(i4j \ 

Elies ne peuvent 6tre satisfaites que si a = a', or <2 et al sonl 
imaginaires conjugates par definition , les equations ne peuvent 
donc^tre satisfaites que si a est r^el, nous verrons plus loin qu’il 
en est toujours ainsi 

Les equations (i4) nous donneront done pour ^ -H ^ une valeur 
rtelle A, on prendra ^ = /j = ~, de telle fagon que ^ et ^ soient 

imaginaires conjugates, eten raeme temps rdelles 

La prtsence de mtroduit une indetermination dans le pro- 
blteie On peut supposei que la constante C est une donn^e 
de la question, alors C ne depend pas de m et I’on doit faire 
dans (i4) Cy = o 

On peut tgalement s’lmposer la condition que le coefficient 
de dans u et celui de dans s soient egaux a i Ge coefficient 
ne dependant pas de m, on doit avoir ^ = t) = o, de sorte que la 
premitre Equation (i4) se rdduit a 

o = a - 1 - G^, 

ce qui determine 

328 Je dis d’abord que les coefficients de tous les termes du 
d^veloppement de u et de 5 seront r6els En efFet, supposons que 
cela soit vrai pour 

^ j ^7— 1 j 

je dis que cela sera vrai pour Uq et Sq 
^ En effet, si cela est vrai pour 

<i5; 
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cela sera viai egalement poui 

(l6) ^7)i 

el pai consequent poul les termes connu6 de(n bi$) qiu sonttoiis 
Ic pioduit de deux expressions de la forme (i 5 ) on (i 6 ) affectcs 
d’un coefficient r^el 

Done, dans le developpement de <I>^suivant les puissances de 
tons les coefficients sonl r^els Done, dans les Equations (i3) 
et (i 4 )j les quantit^s a ct n' sonL reelles, or les coefficients de ces 
equations du premier degre (i3) et (r4) sont Egalement r 6 els, 
done nous en deduirons pour 5 et /], c’esL-a-dire pour les coef- 
ficients de Uf et s^, des valeuis i belles corn 

Je dis maintenant que nous auions seulement dans Uq et^o des 
lermes en , dans Ui et Si des teimes en 

dans Ui et S 2 des termes en 

C's ^ s 

dans Uz et des teimes en 

et ainsi dc suite En d’autres teimes, )e dis que et sont 

developpables suivant les puissances de et/?i-!^“- 

Je dis en efiet que, si cela est vrai pour les premicies appioxi- 
mations, cela sera vrai aiissi pour I’approximation suivante Je 
suppose done que 

Wa, (a<g^) 

sont des poljnoines homogenes dc degid a en et et je me 
piopose de demontier que Uq^ Sq seiont aussi des polynomes ho- 
mogencs dedegi^g^ en?^-, D’abordles d^iiv^es ? seiont 

comine etc , homogenes de degid jy Consid^ions maintenant les 
difleients teimes de nous avons d’aboid 

i"" Ceux des termes du premier membie de (7 bis) qu’on a fail 
passer dans le deuxi^me membre parcc qu’ils ne contenaient pas 
de quantity mconnue Tls sont ^gaux a un facteur num^iique 
pr^s a 

( a < 9^, P < 7; ^ 
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Wot pouvant ^tre remplacds par line de leurs d^rivees , ce sont 
done des polynomes homogenes de degr^ y en. 2^- et 2^”^ , 

2 ° Les termes provenant de ils sont de la forme 

(a-i-p = 5r— i), 

et par consequent homogenes de degre q en 2^^, 2^~- , 

3® Les termes provenant de ^ ^ ^ , ils sont de la forme 

i), 

ds sont done aussi homogenes de degre q 

Done est un polynome homog^ne de degrd gr en 2^-^, 2^“- 
Mais Uq et Sq se deduisent de ^q pai les equations (i3) ; les termes 
de Uq et Sq correspondent a ceux de ^q et contiennent les m^mes 
puissances de 2^, done Uq et Sq sont les polynomes homogenes de 
degre gr en 2^^, c q r t> 

II resulte delaque, si Ton developpe le coefficient de 2^-* ou 2^”*^*^ 
suivant les puissances de le developpement contiendia seule- 
ment des termes ou I’exposant de m prendra les valeurs 

a/:, 2 /' 4- 4, 2 A H- 8, 

Ce developpement procedera done non pas suivant les puissances 
de /n, mais suivant celles de m' C’estce qui expLique la compel - 
gence extremement rapide dii procedd de M Hill, chaque ap- 
proximation donnant 4 ou 5 decimales exactes nouvelles 

329 Je dis inaintenant que les coefficients ? et 7 | calculus d’apres 
les proc^d^s pr^cMents sont des fonctions rationnelles de p 
Supposons en effet que cela soit vrai aux approximations antd- 
neures, je dis que cela est encore vrai a Fapproximation suivante 
En eflet, cela sera vrai des coefficients de <I>^ formas par 
multiplication en partant de ceux de cela sera 

(lonc\rai des coefficients a et w^qui figurent dans les equations ( 1 3 ) , 
les coefficients de ces Equations (i3) ^tant rationnels en p^ il eii 
sera de in^me des inconnues ^ et /[, c’est-a-dire des coefficients 
de Uq et Sq, 


c Q F n 
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Quels seront les facteurs des denominate urs de ces fonctions 
rationnelles'i^ II esL ais(§ deles delermmei En effet, la resolution 
des equations (i3) mtroduit au denominateur un facleur qui estle 
determinant de ces equations, lequel est egal k 

— ^P — '>-H2A2) 

Les facteuis du denominateur seront done les polynomes 

2-+-2 A 2 , 

oul’on devia donnera k les valeurs paires successl^es 

a, 4, 6, 

ce qui donne les polynomes 
(17) 

Si done on developpe le coefficient de suivant les puis- 

sances de m, le coefficient de chaque puissance est une fonction 
idtionnelle de p dont le denominateur est un produit de facteurs 
de la forme (17), chacun de ces facteuis pouvanl 6tie eleve k une 
puissance supeiieuie a i 11 ne faudraiL pas en conclure pourtant 
que le coefficient de , considdie comme fonction de p et de m, 
est line fonction meiomorphe de ces quantites, ou encore qu’il se 
lediiit a une fonction meiomoiplie de m quand on fait p = m 

329 bis Quoi qu’il en soit, Tappioximationpai ces m^thodesest 
exti^mement rapide M Hill a calculi les coefficients ou plut6t 
leuis rappoits avec ij d6ciinales, la pi emigre approximation lui 
donnait g^n^ralement 6 d^cimales exactes, la seconde 1 1 et la 
troisieme i5 D’autre part, la d<5croissance des coefficients est aussi 
tres lapidc, dans le d^veloppement de par exemple, les coeffi- 
cients de diminuent tres vite, chacun d’eux 6tant 

emiron la trois-centieme partie du precedent Le coefficient de ^ 
qui est natuiellementle plus grand nous donne le terme principal 
de Torbite non troubl^e, viennent ensuite ceux de et de qui 
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as 

correspondent a Pm^galxte considerable connue depuis la fin dii 
moyen age sous le nom de vai lotioj} 

Les valeurs numeriques sont done ties exactement connues, 
maisnoiis ne possedons encore que les 7<2jo/?or^5de nos coefficients, 
les equations (7 bts) et (8 bis) contiennent en effet une mdeter- 
minee C, et nous avons profile de cetteinde termination pour sup- 
poser que le coefficient de dans de ineme que celui de ‘C" ‘ 
dans ^5 est egal k i Cela revenait a satisfaire aux Equations (i4) eii 
faisant 

^ = /5r=o, a-\-Gg=o 

C’est ainsi que nous avons op^re a la fin du n‘’ 327 Nous avons 
ainsi Iroiive une solution particuliere des equations bis) 
et (8 bis)^ 

caracterisee par ce fait que, tl» et etant imaginaires conjuguees, 
le coefficient de ^ dans est egal k i Alors nous aurons une 

autre solution en faisant 

a la condition de changer I’lndetermin^e G en 11 leste a de- 
terminer ao 

Pour cela, il faut (apres avoir fait p = rn) revemr aux equations 
primitives, qui peuvent s’ecrire 

^ -h ^ = o, 

et voir quelle valeur de ciq correspond a la valeur donn^e de x 
Pour cela soit 

il viendra pour t = o, ^ = i 

/' = U = s = ao^aji = (})^ 

u = 1) = -1- 1)2 aje 

Lies coefficients clj^ etant connus, on connait done facile- 
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merit 4* (0? etilvient 

(,8) — S/n^tKi)] = /, 

d’ou Ton tirera sans peine 

330 On voit facilemenl que la resolution de I’equation (18) 
entraine Textraction d’uneracme cubique Nous devons done nous 
attendre a irouver que, dans le voismage de certaines valeurs sin- 
gulieres mo, I’expression de et par consequent celle des autres 
coefficients de u qui sont , contiennent en fac- 

__± i 

teur (m — mo) * ou (m — mo) S par exemple 
C’est en effet ce qui ariive pour mo = 1 

Supposons done qu’on veuille ddveiopper suivant les puis- 
sances de m, alors la conveigence sera comparable a celle d’une 
progression gdometiique de laison 

m 

mo etant le point singuliei le plus rapproche, si ce point est i, 

puisque 77? = cette raison seia 

m _ I 
/??() ~ 12 

Si I’on avail ddvelopp^ suivanl les puissances do 

, ng m 

m = — ^ 

72i iH- m 

comme I’a fail Delaunay, la raison am ait ^te 

tn' > 

done notablement plus giande 

On arrive aumdixie lesultaLence qui concernele developpement 
de Ui , le point singulier le plus rapprochd provient avant tout de 
la presence du facLem dans nos ddnominateurs 

(c/ n° 328 in fine)^ dans ce facteur on fait ^ = m, de sorte que 
Ton a a pen prfes 

mj — 4mo-+- 6 = 0, 
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I mo I = /6 

et, pour la raison de la progression, 

nt I I 

avec on aurait eu 



et, pour la raison, 

in' _ y/Ti 
< “12/6 

On voit combien il est plus avantageux de choisir m comme pa- 
rametre au lieu de Naturellement la m^me difference se 

retrouve dans le calcul des termes suivants, puisque les nouveaux 
d^veloppements que Ton obtient pour ces termes se d^duisent de 
ceux que nous venons d’obtenir pour les termes d’ordre zero 

330 bis, Une solution particuliere remarquable s’obtient en fai- 
sant X = o , on trouve alors 

U = s = PC'- 4- aC-^ 

a, p et /: ^tant h^s par les relations 

P ^ k^ -H xpk — = Oj 

d’o{i " ^ 

ou, en faisant p = 

— m2/cl=r: o 

Pour que cette solution nous convienne, il faut que k soit entier 
impair, et par consequent que Ton ait 

w^ = I, m=:3, m = 5, 
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La courbe d^crite par le point zr, y se i6duit alors a une ellip 
Mais cela correspond k v = o, c’est-^-dire, en se reportan 
I’equation (i8), k 

['t (0 — 3/w>tJ^(i)] = o 

Si alors on donne k x une valeur donn^e fime, il faut fan e ao = 
Done, quand m se rapproche de la valeur i, la tiajectoire T 
point X, y tend a ^tie de plus en plus semblable une elJipse, m 
les dimensions absolues augmcntenl au dela de loule limite, c^ 
de cette facon que s’mtioduisent dans Uq des facteurs tels que 

ainsi que nous Pavons explique plus haul 

L’ellipse a laquelle on paivicnt en faisant wi = 3, m = ), et 
nefait pas partie de la sene de solutions que nous envisageons i 

puisqne la p^node n’est plus 2 7r, mais ■“> 
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331 Nous allous maintenant determiner les termes du premier 
degre par rapport a rinclinaison Ea , nous negligerons done comme 
dans le Chapilre precedent la parallaxe et Pexcentricite solaireEs, 
seulement nous ne supposerons plus z = o 
Dans ces conditions, nous avons encore 


II 


=- 3 P,AGS 


mais on a 
d’ou 


D’ailleurs 

d’ou 


P 3 cos* Y — I 

Pj— ^ , AGcosY = ar 

AG*= r*= 

Us __ , s* 

— _ — Tig 


Ut __ /Til H- m^ 
m[ r 


2 r 


-1- ni(Xy — Ya?) — n 


j 237 * — 


Gela pose, nous letrouvons les equations (i) du Chapitre prece- 
dent, ayec cette difference que AC = r ne represente plus sj'x^+y^^ 
mais + 7 * 4 - 52 . 

Nous trouvons ensuite 
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Si nous posons, comme au Ghapitre pr^c^dent. 


T = (/ii — 


m 


7I2 

rii—nx' 



mi H- ni'j 


r^quauon pr^cedente devient 

(i) V' -1-05 = 0, 


avec 


e = m^-h 


Si nous cherchons les termes de Tordre de rmclinaison, nous 
n^gligeons lo carrc de Pinclinaison et par consequent , nous 
pouvons alors prendre 

; = 

de sorte que nous retombons sui les Equations (i) du Ghapitre 
precedent, sans changement Et comme nous devons faire = 0, 
puisque les termes que nous voulons calculer sont ind^pendants 
de I’excentricitd lunaire E,, nous devons prendre pour x ety la 
solution particuliere ^tudi^e dans le GhapiLie pr^c^dent Done x 
et y sont des fonctions connues du temps, d^veloppables suivant 
les puissances impaires positives et negatives de 

- nous est ensuite donn^ par Tinl^grale de Jacobi 


d’ou I’on d^duit ais^ment et @ 

Done 0 est une fonction connue du temps d^veloppable suivant 
les puissances panes, positives et negatives de ^ 

Nous avons vu que, quand on introduisait les deuxparametres/? 
et 771 qui figment aux equations ( 3 bis), (7 bis) et (8 bis) du Gha- 
jpiti?0 pr^c^dcul^ j 

mC-‘= ^-*( 3 ”-+- j^). 

5 C = C (3 — IJ') 

sont d^veloppables suivant les puissances de p, il 
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en est done de m^me de 0, de sorte qu’aprfes qu’on aura fait p = mj 
0 sera d^veloppable suivant les puissances de 

De plus, quand on change t en — t, ou en u se change 
en de sorte que r et 0 ne changent pas 
Si done nous posons 

on aura 

04 = 6 -/, 

et Ton pourra dcrire 

0 = 00 4- a 01 CO son: -4- a 02 cos 4 H- 

0 ^tant d^veloppable suivant les puissances de 
le coefficient 0^ contient en facteur de sorte que les coeffi- 
cients 0 d^croissent tres rapidement 

332 11 s’agit done d’lnt^grei F^quation (i) 

Cette Equation est de m^me forme que celle que nous avons exa- 
minee au Chapitre XVII des Methodes noweUes de la Meca- 
nicjue cileste Nous savons done 

1 ° Que cette Equation admet deux solutions particulieres de la 
forme 

(a) z = z = 

tj;(T) 6tant une fonction periodique de la forme 

ou k prend toutes les valeurs entieres positives et negatives 

Nousdevons remarquer en effet que I’^quation (i) ne change pas 
quand on change t en — t, Texislence de la premiere des solu- 
tions (a) entraine done celle de la seconde 
Nous aurons ensuite les deux solutions 


-s = F(t)= 
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dont la premiere est une fonction paire et la deuxieme une fonc- 
tion impaire de t 

Nous pouvons acheverde determiner (qui n’est encore de- 
termine qu’a un facteur constant pres) et la constante X, de telle 
sorte que 

F(o) = t, F'(o) = o, 

/(o; = o, / (o) = i, 

c’est-d-due 

3° En verlu cPun iheoieme demontre dans mon Memoire Sur 
Iss g 7 oupss dcs c(jiic(tions litiedircs (A.ctci Tndtheniaticcij t. IV^ 
p 212) et rappeie dans Lcs methodes nouvelles de Id Mecctnique 
celeste (t II, Chap XVII, p 280), la fonction F(t) consideree 
comme fonction des 0 a une fonction entiere 
Nous trouverons alors 

F(t) =^^>acos(^-+-2A)t, 

A variant de — 00 ^ -f- oo 

La fonction est penodique de periode it, de sorte que 
I’on a 

f3) ^(u) = 4/(o) = i, F(tc) = COSMIC 

333 L’ Equation F(it) = co%g-K a une grande importance , c’est 
elle en eflet qui va nous permeltre de determiner g, c’esl-i-dire le 
mouvement du noeud 

En effet, la solution geneiale deFequation (i) pent s’ecrire 
Z— E2r('UH-Gy4), 

E> et TU, etant deux constantes d’mtegration, la premiere represen- 
tant la constante d’lnclinaison, el la deuxieme la constante qui 
figure dans la formule du Chapitre XXIV , 

tV4 = n^t 


nw 

Ti\ — rii 


Si nous faisons en eflet g = 


9 on voit que la formule pr6- 
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^. = ^E2^AC0S(W4H- Wi-h 

ou nous reconnaissons la forme des formules du Chapitre XXIV. (II 
suffirait de changer la constante arbitraire en pour avoir 

un sinus au lieu d’un cosinus .) 

Cela pose, les passages au noeud s’obtiendront en faisant 5 = 0; 
le terme principal du developpeinent etant 

. E2 60 cos (^4, 

les passages au noeud ascendant auront lieu sensiblement pour 

TT 

“H ^^4 = -h ^4 = - . 

Dans I’intervalle de deux passages au noeud consecutifs, la diffe- 
rence des longitudes inoyennes de la Lune et du Soleil aura aug- 

inentd sensiblement de — ; si Ton considere n + i passages conse- 
secutifs au noeud ascendant, cette difference aura augmenld 
sensiblement de --^3 et cela d’autant plus exactement que n sera 

O 

plus grand. Done g inesure le moyen mouvement du noeud. 


334 . Pour calculer F(t), voici comment nous allons proceder. 
Posons 

00 =^ 2 ^ 


et ecrivons Tequation (i) sous la forme 
(4) -4- ^ 0^ 0)-^, 

puis cherchons a d^velopper F(t) suivant les puissances de 0 ^, 
02? etc.; le developpement sera tres convergent, puisque nous avons 
vu que ces coefficients sont tres petits, et d’ autre part que F('t) cst 
une fonction entiere de ces coefficients. 

Representons alors par les termes de F('t) qui 

sont de degree, I, A* par rapport aux coefficients , ©o, ...; 
nous aurons, pour determiner successivement 

-So? 'Si, 
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le systeme d’^cjuations 

+ = o, 

js'i -H Zi = ( 0 y — 0 ) -^o, 
j 

(Oo — 

Ce sont des equations lin^aires a coefficients constants et a 
second membre, imm^diatement int^grables, il faul, pour ache\er 
de d 6 finir se donner les conditions imtiales qui 

seront 

^ 0 = 1 , -i = o, ^1 = s'l = o, , z=c o 

Nous trouvons d’abord 

JSq = COS^T, 



et pour Zk une expression ou figurent des lermes en 

(■fa) cos(ay + 5)''i ay-t- 9')''. t^l^cosCay -t- g')T, 

y et p etant entieis et 2 p. + i dtanl au plus dgal a k 

En eftet, il esl aisd de vdnfiei que, sicelaeslvraipour cela 
sera vrai ^galeinent pour a* 

Ainsi le teime gdndral du ddveloppement de F('r) sera de la 
forme ( 6 ) , il esl aisd d’en apeicevoii la laison nous avons trouvd 

F('') =2^yCOs(^ + ay)’c 

D’autie part, g est ddveloppable suivant les puissances de 0 ,, 
@j, et se rdduit a q pour @, = 02= =0 

Je puis done dcrire 

F(t:) = 2 ^^C 0 sr (9 + (i? — ?)■'] 

et developper suivant les puissances de « — q, soil alors 

cost Sint =2^11 

les coefficients et ayantles valeuisnum^riquesbienconnues, 
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(f('c)= — ?)°i^T*y'C0S(g-4- }.j)t 

( 7 ^ 

I — — i_/)T 

On pent ensuite d^velopper les et les puissances de ^ — q 
smvant les puissances de ©4, @0 , et Ton devra retrouver le 

m^me d^veloppement que par le moyen des equations (5) On voit 
que le terme g^n^ral est bien de la forme (6) 

335 Voyons comment on peut se servir de ces d6veloppements 
pour determiner g et les coefficients bj 
Supposons que Ton. ait determine 

on a done, k des quautites pres de Fordre de 
F(t) = H- -+- 

et r ( t) se piesenLe sous la forme d’uu developpement (7) dont 
tons les termes sont de la forme (6) 

Dans ce developpement, conservons seulement les termes perio- 
diques purs en cos(5r -j- 2y )t, ceux ou t ne sort pas des termes tii- 
gonometriques , les coefficients de ces termes seront precisement 
les coefficients bj clierches, au meme degre d’ approximation, e’est- 
Wire k des quantites prfes de Fordre de , et en effet ao est 

^gal a I 

Pour determiner g nous calculerons F (tc) en faisant t = tc dans 
le developpement (7) et nous aurons ensuite g par Fequation 

F (tc) = cos^TC 

En faisant cette substitution on trouve 

F(tc) = Hcosg'TC-i- H'singrTt, 

H et etant des fonctions entieres de ©<, ©2, 

D’autre part, les coefficients de ces fonctions entieres seront des 
fonctions rationnellesde gr; car, si les coefficients de dependent 
rationnellement de ilensera de meme, envertu des equations (5), 
des coefficients de Zk 
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Les premiers termes sont 

r 11:2 04 I 

COS^TT = COSOr-Tt I — — 

f 7107 — 3 j ^2-f- 8) TC0/ 1 

Quand on change t en tH- 04,©^,0.j, changent de signe , 

la valeur de cos^Tt ne doit pas changei Done, dans le develop- 
pemenl de F(tc), 0 ^, 03, ©j,, entreiont a\ec un exposant pair 
Supposons un instant 

O = 01=O3=Og= j 


alois0 adinettra la p^riode^, alois, quand on cliangera t en t + ^ ? 

025 0 6 , 010 , 

changeront de signe, done ©>, ©o, ©lo, n.e pourront figurer 
qu’a un degrt^ pair, a moms d’^tie multiplies pai 

0 ?, OJ, , 010 J, 0106 , 

De m^me 

04, 0l2, 020, 

ne pourront figurer qu’a un degi6 ^ moms d’etre multipli^b 
par 

01 , 03 , , 0103, , 02 , 0?, , 0206, 


336 Methode de Hill — Hill ramene le probleme k la resolu- 
tion d’une infinite d’^quations du piemier degre a xine infinite 
d’mconnucs On pourrait se demander si cette methode est suffi- 
saminent iigoureuse, elle peutetre completement justifiee, maisje 
renveiiai pour cette justification aux Methodes nouvetlei> de la 
Mecanique celeste (t II, Chap XVII, p 260 et sui\ ) 

Faisons dans Tequation (i) 

il viendia 

P - 11 (o) 


4 
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CHAPlfRE XXVI 


ou, en egalantles coefficients de 

(8) [eo-(27-l-^)‘J6y4-2e^_4^>A=0 

On obtient amsi une infinite d’^quations lin^aires entie lc& m- 
connues bj^ pour les determiner, considerons les expiessions 
Imeaires 

Ces expressions doivent s’annuler pour k = g Formons leur 
deteinimant et appelons-le □ (?) 

Je suppose pourcela que Ton donne ay et a A* toutes les valeurs 
entieres positives et negatives depuis — |jl jusqu’a 4- p- inclusive- 
ment Nous aurons alors un deteiminant fini de 2 p. + i lignes et 
de 1 colonnes Alors □ (?) scia par definition la limite de ce 
deteiminant quand p croit mdefiniment 

Ce determinant converge, nous pouvons reinarquer en effet que 
les elements de la diagonale principale sont egaux a i 
Dans ces conditions, on a 

1 A |< 

en designant par a les divers elements du determinant a u ties que 
ceux de la diagonale principale Le determinant convergera done 

^vec^|a|, e’est ce que demontreraient les considerations expo- 
sees au Tome II des Methodes nouvelles (loc ciL ) Or ici 

Or cette s4rie converge absolument et umform^ment, sauf si 
®o = (v-t-0* 

ou, puisque 6,,= si 

Done □ (^) = Inn A existe , e’est une function de ^ qui ne change 
pas quand on change $ en ^ + 2 ou en — ^ , cela revient en effet a 
changer 1 ordre des hgnes et des colonnes de notre deteiminant 
d ordre in£ni, soit en faisant avancer toutes les lignes et toutes les 
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colonnes d’un rang (si Ton change ^ en ^ + a), soit en letournant 
le ddtermmanl (si Ton change ^ en — ^), on aura done 

□ (^) est done une fonclion inciomorphe de qui a pour poles 
simples 

S = — V 


Je dis poui pdles simples, en effet, les elements de hgne 

seals de\iennent infinis pour ^ = — 2j dzq el mfinis du premier 
ordre 

Or iin teiiiie quelconque de notie d^teiminant lie peat contenir 
cn facteur qu’un seul element de la ligne 

Quand la paiLie imaginaiie de ^ tend vers rinfmi, tous les ele- 
ments en dehors de la diagonale principale tendent veis o, done 


Sou 


= i 


FrO = D(0 


C 0 ^ 7 C$ — COSTUy 
COS7U; — COSTT^ 


Cette lonction est m^romoiphe, elle ne pourrait devenu mfmie 
([Lie pour 

( = - V ± 71 


qui rend □(?) infim, mais qui annule egalement cos7c| — cosi:^, 
ou pour 

qu] annule le denoininateui cositi — costi^, mais qui annule ega- 
lement □ ($) puisqiie nous avons vu que 

n(g) = o 

el pai consequent 

□ (±^) = 0 {— 7 J±ff) = 0 

La fonction F(S) est done entiere, mais elle tend vers i quand 
la paitie imaginaixe de I tend veis I’lnfini , elle se r^duit done a 
I’unite, de sorte qu on a 
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On peut ea d^duire plusieurs mameres de calculer par 
exemple, a I’aide de F^quation 

(9) cosTt^ = 1 — 2 sin2^n(o) 

337 II est aisd de voir quelle est la forme de noire determinant 
Supposons qu’un terme dii developpement conLienne coinme fac- 
teur r^lement de la ligne et de la colonne et, par con- 
sequent, ©a_^, il devra contenir un element de la ligne, soit 
celui de la colonne et, pai consequent, il devra contenir 

ensuite Telement de la ligne et de la colonne, c’est-a-dire 
®c-d^ et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on retombe sur la a'*'"'® colonne, 
ce qui arnvera, par exemple, si Ton trouve un Element de 
la ligne et de la colonne dependant de ®d-a 

Done le terme envisage contiendra en facteui le produit 

^b—c ^c~d ^d—a » 

ou un produit analogue, ou plusieurs produits analogues 

Dans tous les cas la sonime algebiiqae des indices doit itre 
nulle 

Si Ton observe que 

ey = e-/, 

et que par suite on ne fasse pas attention au signe des indices, nous 
dirons que les indices, tons regardes comme positifs, doivent 
pouvoir se diviser en deux classes de telle fagon que la somme des 
indices de la premiere classe soil ^gale a la somme des indices de 
la deuxieme classe On pouira avoir par exemple des terines en 

0f, OJ, 6^02, 0f03, 610203 01626364, 

Le coefficient de chaque terme se pr^sente sous la forme d’une 
sene infinie, mais toutes ces senes peuvent ^tre somm^es a I’aide 
de la formule 

Consid^rons, en efiet, un terme du ddveloppenaent , ce sera le 
produit de certains elements du determinant, parmi ces elements, 
les uns appartiendront a la diagonale principale etnous n’avons pas 
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hnoiih en occupei, piusqu’ils sont ^gaiix a i,les autres n’appartien- 
dront pas acetle diagonale, et ils seiont en nombie fini (sans quoi 
notie teime contenant en lacteui m a une puissance infinie serait 
infmiinenl petit) 

Appclons [i, A] Telement de la ligne et de la colonne, 
et sLipposons par exemple qiic Ic teime envisage soit le produit des 
elements 

[a, b\ [b, c\ [c, ^1 [d^ a] [a\ b'] {b\ c'l [c', a'] 

[1 conLiendra alors cn facLeur, comme nous venons de le voir, le 
pioduit 

(ll) Oa-b^b-c^c-d^d-a^a -b 

et le coefficient de ce pioduit(ii) seia une fonction rationnelle 
de I qne j’appelle R.(?) 

Conbidcions inaintenant le tcrme 

[a-h/i, b-{-n] [d^?i, ti, [d'4-7i, a'-hn] 

ll contiendra egalement en facleur le pioduit (ii)j mais avec le 
coefficient R(^ - 4 - 2 / 2 ) 

Le coefficient d^fimlif sera done 

Poul evdluer cette somme, decomposons la fonction ration- 
nelle R(i) en ^Idmcnls simples 

d’ou 

Ld soinmation par rapporL a n peul “iC faire par le moyen de 
requalion (lo) Si dans la decomposition de R(i) figurait un 


A. 

r|-a)p’ 



54 ClIAPITRE XXVI 

on obuendrait la sommalion par rapport a de 


y _ ^ 

2/1 — a)/' ’ 

en differentiant Pdquation (lo) 

En fait notre fonction R(i) n’admettra pour p61es, comme nous 
I’avons \u plus haut, que i = — 2 y±:yet ces p6les seront simples ^ 
i’application de la formule (lo) intioduira done seulement 

cot^'- ^ Y ^ 'ir=±cot~(f =+=<7), 

Cela s'appliqne au cas ou nous n’aurions en facteurs qu’un seul 
produit de la forme 

^bSc-d ^d-a 

Dans le cas ou Ton aurait enfacteur deux (ou plusieurs) produUs 
de cette forme, comme il arrive, par example, dans le cas du pro- 
duit (i i), les choses seraient un peu plus compliquees 

Supposons que nous ayons a envisager le produit des elements 

[/i, /in- <2] [/I a , /i-h 6] [/iH- n'\[n\ a'] [/I'-l- a', /i'], 

et que nous fassions varier /? et /i', en supposant que a, 6, a! ne 
vanent pas 

Nous aurons alors partout en lacteur le produit 

qui ne dependra ni de /z, ni de ce pioduit sera miiltiplid par an 
coefficient qui dependra de I, de n et de n et qui sera de la forme 

R et R^ etant rationnels Nous aurons done a calculer 

+ R'(t -+-«') 

en donnant a n el a ra' toutesles combmaisons de valeurs possibles, 
en excluant seulement celles pour lesquelles la difference n — /(' 
prend certames valeurs parliculieres , car une des quantilds /?, 
n -H a, « H- ne doit pas 4tre egale a une des quantitds n', n'+ a' 
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Supposons que a,, a^, , soieat les differentes valeurs que 

ne doit pas prendre V — n , I’expression a ^valuer, 


B($-+-n)R'($-l- n'), 


la s’ecrire 




P(|, = 

Cliacune des sommes qui figment dans cette expression est de 
la forme n) et pent s’dvaluer comme nous venous de 

Fevpliquei 

On pent voir que □ (?) est de la forme 

== A-h Bcot^(?-h^) — Gcol^(S— 

<71 ‘TC V 

-hD cot-($-T-g)col-(J — 

2 2i 

A B, C, D 4tant ddvcloppables suivant les puissances de 0|, 
0 ,, , et les coefficients de ce developpement 4tant des fonctions 

rationnelles de q 

Nous avons trouv^, d’aiitie pait, 

cosr^ — cosTrg 
et 

F(tt) = cosTc^ = H cosg^x -h H' sin^Tt, 

H et ^Lant comme A, B, C, D des sdiies piocedanl suivant les 
puissances de 0^ ^ 02 ? / avee des coefficients rationnels en q 

On a done 

__ (t-. II) cosf/Ti: - IT siiK/Ti 

COSTtJ — COSTT^ 


II suffit pour retombei sur Ic developpement ( 12 ) de remplacer 


(cosirj — COSTT^), 




par 
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de fagon a tout exprijmer en fonclion des lignes tngonoini^triques 
des deux angles “ (5 ri= 

338 II leste k determiner les coefficients b/^ Pour cela reprenons 
le determinant □ ( ^) et remplagons-y dans la ligne de rang zdro 

Q— 2 0_1 01 

par des mdetermmees 

le deteiminant contmuera a converger pouivu que les mdoLernii- 
nees soient limitees (cf Methodes nouvelles^ t 11, Chap XVII, 
p 265) II sera de la forme 

Bo^To-h BiiPi -I- B2a?2-H , 

les B etant des fonctions de qui admettent les tneines p6les 
simples que □ (g) sauf de telle soite que 

By(cosic^ — cosiry) 

€st xine fonclion enli^re 

Je dis que, pour ? = on a Ba= bj, , il suffit pour cela de d<5- 
montrer que les B* satisfont aui dqualions (8), c’esl-a-dire que A 
s’annule quand on y remplace Xj par i et X!,{j ^ k ) par 

®o — (2y-h^)> 

C est ce qui arrive car, pour j ^o, on obtientainsi un determinant 
ayant deux lignes identiques, et, poury = o, on obtient le deter- 
minant □ {g) qui est nul c q f d 

339 Nous pouvons nous rendre compte de I’ordre de grandeur 

des coefficients bj,. Pour cela reprenons les equations (5) et cher- 
chons k former 4 I’aide de ces equations non plus la solution Ffv), 
mais la solution ^ 

z = c'«T i};(T:) = y 

Nous observerons alors que ©o- 0 est developpable suivant les 
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5; 

puissances de Ttx^X^ et je dis qu’il en sera de m^me 

de z 

Si Ton mtegraiLles Equations (5) pai approximations successives, 
on \errait, pai une analyse toute pareille a celle du n® 334, que 
se presente sous la foiine suivante, 

2 P/. 

de sorte que z'Q~^ est dcveloppable suivant les puissances de 
de T, de et de je me piopose d’^tablir que^t^-^ est develop- 
pable suivant les puissances de /??, t, cela peut se 

demontiei par r^curiencc, cai les equations (5) montrent que, si 
cela est viai pour , cela le seia egaleinent poiu 

De cela il lesulte que conlient eii facteui ce qui montre 
que les coefficients doivent d^cioitie lapidement 

340 Nous avons vu que g definil le mouvement moyeii du 
noeud, inais nous n’avons qu’une premiere approximation 
En efiet nous a^ons neglige E|, £$, a et le carrd de 
Le veritable mouvement du noeud peut, d’apies le Cha- 
pitre XXIV, se developper suivant les puissances de 

E2 El a® 

“ J 

^ — '^ 2 ) nous donne que les leimes de degre zdro de ce 

developpeinent 
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341 Je suppose qu’on ait uu systeme quelconque d’^quations 
difS^rentielles , pour simplifiei, je supposerai deux equations seu- 
lement et deux inconnues x el et j’ecrirai ces deux equations 
sous la forme 


( ^ r, y. y, ai, a,) = o, 
( Fi(a?, y, x', y\ x\ y% a,, aa) = o, 


oi!i ai et CL2 repr^sentent deux parametres tres petits 

Je suppose qu’on. sache trouver une solution particnliere S des 
Equations (i) en supposanl a| = aj= o, jeme propose d’en dednire, 
pour les petites valeurs de a, et de toiites les solutions peu dif- 
ferentes de la solution S (il y en aura eviclemment si a, et sont 
tres petits) 

Je me propose de developper ces solutions suivant les puissances 
des parametres a et de certaines constantes d’lnt^gration 
p3, ^4 qiii s’annulent pour S 

Nous connaissons deja les termes de degr^ z^ro de ce d^velop- 
pement et nous voulons determiner successivement les termes de 
degre I, de degr^ 2, etc 

Soient a? = a 05 JK ~ solution S et posons 

^ o, o), 

cette derivee etant calculde en regardant x^, y^, y'^, y;, y; 

comme des variables independantes, 


Y = 


Xi = 


dy,^ 
d¥^ 
dx^ ’ 
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Siipposons qu’on ait trouve le d^\eloppenieiit exact jusqu’aux 
termes du ordie mclusivement et soit 

^ = y=yk 

ce developpement, si nous substituons ce d^veloppement a la place 
de ^ et de K dans les Equations ( 1 ), les premiers membres de\ront 
s’annuler aux quantitcs pies du {k 4- ordre Done 
F(r/, ^\(.sok,yk) 

seront des fonctions connues dont le developpement commencera 
par des termes d’ordie k -r i 
Soient mamtenant 

et supposons que nous voulions calculer or et jusqu’ aux termes 
du (A 4- ordre mclusivement et en negligeant ceux du 
(^k ordie 

¥(x,y) = F(ar^H-8r, 7*4-07) 


pourra se d^velopper pai la for mule de Taylor, sous la forme 




1 

dx ^ ' 


Les termes en (de m^me que ceux en Sr oj , or or', etc ) 
sont negligeables, car esL d’ordre 2 k 4- ^ 

Dans le coefficient de S^, nous pouvons faire 


x=zXq, 7=70, ai=a2=o 


Cela donne une erreur du piemiei ordie dans le coefficient^ 
et, pai consequent, une erreur d’oidie A: 4 - 2 dans le produit 
^ ojr, puisque Sr est d’oidre A 1 Celarevient a remplacer 

dF dF dF 


par 


dx^ dy^ dx'^ 
X, Y, X, 


11 reste done (avec ce degie d’approximation) 
F(a7, 7) = F{xk^yk) 4-^XSr, 
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en posant 

2 X = X Sa? -h Y SjK H- X' 0^' -H Y' oy h- x" h- y" ay, 
de sorle que les Equations (0 deviennent 

3a? =— F (a? 4 , 7 /J, 

2 Sa? == — Fi(a?A,j)/-/.). 

les seconds membres sont connus de inline que les X, de sorte que 
les Equations (a) sont des Equations lineaires a second membre 
Les premiers membi es demeurent les memes a toutes les ap- 
pi oximations 

Supposons en particulier qu’on veuille determiner les Lermes de 
degie I, en supposant a^ = a2 = o, les seconds membres de- 
viennent alois (pour la premiere Equation, par exemple) 

^ 0 ^ y'oi ^^ 2)1 

OU 5 puisque = aa = o, 

JKo» ^0 J^oj ^0? J'oj o) 

Mais cette expression est nulle, puisque 
x = r = Jo 

est une solution des equations (i) pour = a, = 0 
Les Equations (2) deviennent done 



j 2Xi8a^ = o 

Ce sont des Equations lineaires sans second membi e 
Mais on sait que, pour integrer des Equations lineaires avec 
second membre, il suffit de savoir inKSgrer les Equations sans 

second membre, on n’a plus a effecluer ensuile que de simples 
quadratures. ^ 

Done, quand on saura determiner les termes de degi6 o 
ei ce«^ de degri i, pour «. = «, = o [c’est-a-dire quand on 



MOUVEl^lENT DU PbRlGI-B 


6l 


sauid int^grer les Equations (3)], on sauia diteiminef pat qua- 
diatwes les teimes de degti supirieut quels que soient or, 
et cf 2 

Les equations (3) ont regu le nom ^equations aux vaiiations 
(cf Methodes nouvelles^ l I, Chap IV) 

Dans Ic cas qui nous occupe, ce sont la parallaxe a et Texcentri- 
cit 6 bolaire E, qui jouent le r 6 le dcs parametres et a 2 , le rdle 
des constantes ^ est jou 6 pai 

Eie»cri, Eie-'GTt, 

Nous dvons determine an Chapitre XXV les teimes de 
dcgie o, il nous reste done a determiner les teimes de degre i pai 
lappoit aux constantes ( 4 ), c’est-a-dire par rapport aE< el ^ E^, en 
buppobdnt 

a = E3 = o, 

on n’auia plus ensuite a effecluer que de simples quadratuies A.u 
Cliapitie XXVI, nous avons calcuie les teimes de degre i par rap- 
poitd E 2 , nous avons mamtenant a calculer les termes de degre i 
par lappoit A E, 

Tel est le prmcipe qui va nous seivii a calculer les dififeients 
teimes de nos developpements , nous \eiions dans les Chapitres 
suivants quelles modifications de detail il convient d’apporter k ce 
piincipe poui qu’il s’adapte paifaiLemenl k notre objet 

342 Vouldnt calculer les termes de degre i par rapport k E<, 
nous devons faire 

Eg = E 3 = flc = 0 j 

nous letombons done sur les Equations du Chapitre XXV , nous 
avons d'aboid 5 = 0 , puis les equations (4) du n“ 324 

if — 2 my — 3 / 7 i®a 7 4 - -jj =0, 

/ y 

2 mx' 73 ” ® 

Nous avons liouvc plus haul au Chapitre XXV une solution par- 
ticulieie de ces equations (5), soit 



a? = y =yo 
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il s’agit d’en trouver ime solution plus appioch^e 
a: = 070-1- Ba?, r = yo-\-oy, 

en n^gligeant le cane de et par consequent celui de ox et oy 
Formons done les equations aux variations des equations (5), il 
viendia 

j — 2 ni^y — 3 So? n- Al Sa? + B = o, 

I oy-^iniocc' -+- B So? -h G 0^ = o, 


en posant 



et en remplagant bien entendu dans A, B, C, apres differentiation, 
^ ety par x^ et yo 

Les Equations (6) sont des equations diffeientielles lint^aires 
en Sj: et puisque A, B, C sont des fonctions connues Le 
svstexne forint de deux Equations du deuxieme ordre est du qua- 
tneme ordie, il adineltra done quatie solutions independanles 
Deux de ces quatie solutions sont deja connues En effet, les solu- 
tions du Chapitre XXV, 

dependent en idalitd de deux constantes arbitraiies, nous avons 
trouv^ en effet pour une solution de la lonne 

0*0= <P(t, 771) 

et de inline pour y^ Or 

/ \ ^2 

T = ( — ni)t. 771 = 

/Ij — Tfl^ 


La solution continuera k convenir si I’on change ^ en ^ -h c, 
sorle qu’il reste 


£Fo= o n{) [t’ 


nj 1 

/^l — /l2 J 


de 


avec deux constantes arbitraires e et /^^J ou bien 
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Nos equations aux 
pai ticulieres 


variations (6) 


dx 

dz 


admeltiont done comme solutions 



dr^ 

dm 



en pienant pour variables ind^pendantes s et /??, ou bien en 
icxenant aiix vaiiablcs independantes t et /n. 


(7) 



dxQ 
dt ’ 



T dx^ 
m d’z 


dxQ 
dm * 


or = ‘ 

07 = ■ 


ru <^Ko 
m dx 
'c ^ 
m dx 


dVQ 

dm 


Inulile d’ajouter que, dans la prcmieie ligne de (7), on pouirail 
suppnmer le facteur constant en Ji. et m, pmsque les Equations 
sont lineanes 

Connaissant deux solutions parliculieies d’un bysleme du qua- 
trieme oidie, on salt qu’on peut lainener ce sysLeme au deuxieine 
ordrCj inais il vaut mieux operei aulrement, parce que la seconde 
solution (7) n’esL pas p^nodique 

Paitons done de I’ml^giale de Jacobi 


2 



= C, 


et fonnons-en (’Equation aux variations 

Si nous supposons 3C=o, de faQon a slimmer la seeonde 

Equation (7), il viendra 

i 07' — 3 m 2 a:oSa;-(- -t- -jy 87 = o, 

ou, puisque Xq et^o salislontaiix Equations ( 5 ), 

8) xj 8a7'H-7i 87'— (ro — ? '«r'o ) ~ "*■ ° 

On "veiifieia sans peme que la jneinieie solution (7) salisfait bien 
a (8) 

Combinons alois lapicmieie equation (6) avec (8) , nous auions 
un systeme (9) qui seia du troisieme ordie, elqui adiueltra comme 
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- w 




Grace ala connaissance de cette solution particuliere nous pou- 
von:j ramener le systeme au deuxi^me ordre Posons en effet 


dvec son imaginaire conjugu^e, et prenons pour nouvelles va- 
riables 5 et Yj Alors, nos Equations admettent comme solution 
particuliere 


d’ou 


057 = 5 ?;, 


^-+-i7) =^— IT) =1, ^^1, 71 = 0, 


done $ satisfait a une Equation Imeaire du troisieme ordre, qui 
admet pour solution particuliere i, et a une Equation du deuxieme 
ordre de la forme 


(lO) 


y/h- Ht)^-H Kt) = 0, 


pour ramener cetle equation a la forme canomque, posons 


7 ) = 

p etant notre nouvelle inconnue, et© une fonction pe^riodique de 
telle que 



0 


Alors p satisfait ^ une equation du deuxieme ordre de la forme 
(^0 p^-h Bp = o, 


ou 0 est une fonction connue de t 


343 II nous faul maintenant montrer que cette Equation (i i) 
est de meme forme que Tequation (i) du Chapitre pr^c^dent, 
c’est-a-dire que 9 est une fonction paire de t, p^riodique de 
p^riode 7t et toujours finie 

Dans les equations (d), les coefficients A, B, G sont des func- 
tions periodiques, de sorte que ces Equations ne changent pas 
quand on change t en t + tc Si done nous d^signons pour un 
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instant pai /|^ ce que deviennent n quancl 

on change t enT + 'n:, et si S^, Sy est ime solution, il en sera de 
ineme de S^-r, 84 JK Mais nous avons 

oa? 4 - I ay = (5 -H 1^/)) (^'0 y'o J, 

a\ec sa conjuguee Si dans cetle equation je change t en t -f- 

Sy, q, ry'o, yj 

se changeronL en 
d’oii 

0ia?4- ioiy = — ($i4-iTrii)(ari 4- lyj), 


ce qui montie que, si q est line solution, il en est de m^me 
de — il, — 0i pai consequent de , ce qui veut due que 

les equations en ^ et en Y| ne changent pas quand on change - 
en Done, dans I’equation (to), H etK sont peiiodiques. 

Si Ton change t en — t et Sy en — oy les equations (6) ne 
changent pas, oar A, B, C se changent en A, — h et C D’autre 
part, et yj, se changent en — ety^ Done 


se cliange en 


ar -J- 7 ay 
^0 


OT — idy 

^'0 — y'o 


=— H- 


ce qui veuL due que i change de signe et que ne change pas 
L’equation ( 10 ) ne doit done pas changer, ce qui leut dire que K 
est une fonclion paire et H une fonction impaire de t 
Si nous lepienons F^quation 


nous verrons que 


9 cp' 


4- H = 0, 



llrfT 


Or H est une fonction pdiiodique el sa valeui moyenne est nulle 
puisque e’est une fonction impaire, done J" Hr/r, et par conse- 
quent, o esl une fonction p^riodique et paire On en conclura 
P — II ( 2 ) 
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qae0 est une fonctionperiodique et paire Nous verrons d’ailleuis 
bientdt la fagon de determiner completemenl cp 

II reste a moDtrer que 0 est toujours finie Pour cela nous 
remarquerons que et ty sont finis , done 


iri = 


bx H- iBy 
^0 0 


ne pourrait devenir mfini, t etant reel, que si I’on avait a la fois 

=yo = 


ce qui ne pent arriver, les trajectoires fermees de la Lune (rappor- 
tdes aux axes tournants), etudiees au Chapitre XXV, ne prdsen- 

tant de point de rebroussemenf que pour ^ = i , <78 

II faudrait faire voir maintenant que cp et par consequent 0 sont 
finis, pour cela nous allons determiner cp, mais il est necessaire de 
reprendre la chose d’un peu plus haul 


344 II serait facile de determiner © en faisant le calciil tout an 
long, mais il est plus instructif de proceder autreinent Les equa- 
tions (6) admettent quatre integrales lineairement independantes , 
nous connaissons deja deux d’entre elles qui sont les integrales (7) 
Les deux autres, d’apres les propnetes generales des equations 
lineaires a coefficients periodiques, seront de la forme 

I -h I oj> 

et, en changeant -wen — t et 8/ en — 8y, ce qui ne change pas les 
equations, 

j 8a? — 1 2 , 

(ist bis) < 

I Bx-hiej-=^ 1 

En additionnant ces solutions, on trouverait une solution reelle 
Sir ca)cos[ws-i-<vi-i-(i2/:m- ijT], 

07 (^4— CAr)Sin[tP3-htyi-h(2A -hl)T], 
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les coefficients 6^ et sonl r^els Le nombre c nous fait connaitre 
le mouvement du perigee de meme que le nombre g- nous faisait 
connaitre celui dn nocud, la remarque du n® 340 lestant appli- 
cable On pose 

tvi-h Wi = ct: c, 

£ ^Lant une constante arbitraiie el repiesentant la quantity 

Wi = =z mt-h rsz 


definie au Chapitie XXIV avec les conditions 


Tl\ 

Til — Tlj ’ 


S = Till, 


c = I — H nx “ 4 “ ' 


/i, 


/ii— rii 


Entre les quatre solutions (7), (12) et (12 bis) existent certames 
relations bilin^aires dont nous allons indiquei Torigine 
Considerons un sysLeme d’^quations canoniques 

' dt djr^ dt ““ cLc* 

d’apr^b le thdoreme du n® 16 , rappele au n® 318 , il existe une fonc- 
lion Q telle qu’on aiL 

2 xdy 2 A — F dt^ 


les A dependant seulement des constantcs d’mtegiation a, on auia 
done, par exemple. 


2 

2 


dy dQ 

— -j ^ 

dcti d'i^x 

dy _ dil 
^ drii "" dxz 


A 




V, 


Si nous differenlions la piemiere pai rappoit a a^, la seconde 
par rapport i , il viendra 
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®u, en retrancliaat, 

2 / dx dy dx dy \ __ dkx dk% 

\^a2 d^x doix dcLij dcn^ d^x 


Comme les A ne dependent que des constantes d’lnt^gration, le 
second membre se reduit a une constante 

Supposons qu’on forme les equations aux variations des Equa- 
tions (i3), nous obtiendrons deux solutions particulieres de ces 
Equations en faisant 



Oy =: 


dy 


et 




et nous obtiendrons ainsi toutes les solutions indEpendantes de ces 
equations aiix variations Si done 

Bx = $, By = Tj, Bx = ?*, By = tq* 

sont deux solutions quelconques de ces equations, on aura entie 
elles la relation bilmEaire 


Nous pouvons appliquer ces principes aux equations qui nous 
occupent, puisque les equations (4) et (6) du Ghapitre XXV 
derivent directement des Equations canomques (i) Les variables 
conjuguEes sont alors 

(^,X), (^, Y) 

et leurs variations sont 

dx 

Bx, SX = fi — — /i 2 8/ = (m — ) ( Bx'— m 8jk), 

SY = 0 -h /l2 8a7 = ( 71^ — 712 ) ( 8/' TiX fia? ) 

Soit alors 


Bx^Bxx, aX = 8iX, S7=8 ijk, 8Y = 8i Y 
une solution parti culiere des equations aux variations, et repre- 
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sentons de m 4 me pai des indices 2 une seconde solution particu- 
heie, on aura 

— SiXa2a?)-h(0i JK82Y — 0i Y82r)= const , 
oil, enremplagant SX, oY par leiirs\aleuis et dmsantpar /z^ z?,, 

( (813782^^— " ^2^ ^1^^) 

I -h(SiyS2y“-3irSiy)-+*^'^(^iy ^2^2? — 82701^)= const 

La constante du second membre est nulle si les deux solutions 
S, et §2 sont idenliques, elle est nulle encore si Ton combine une 
des solutions (7) avec une dcs solutions (12) ou (12 bis) Si Ton 
combine en eflet la seconde solution (7) avec (12), le premier 
membre de (i4) ne contiendia que des tenues en 

ou (n etant cntier) 

Aucun de ces tenues nc pcuL elre constant a moms d’etre nul 
D’auLre part, si nous considcions une solution S,, la constante 
du second menibi e ne peuL^tie nulle, quelle que soitla solution 02, 
sans cela on auiaiL enlie les qualie quanCites 

3 ir, Si 7, Siir', 817' 

quatre lelations homogenes du premier degi^ dont le determinant 
n’est pas nul, et ces quatre quaiitites deviaient s’annulei a lafois 
Nous devrons done concluie que la constante du second membre 
n’est pas nulle quand on combine enlre elles les deux solutions (7 ) 
ou les deux solutions (12), (12 bis) 

345 Que devient la relation (i 4 ) quand on fait subir a nos 
equations les tiansfoiinations dii n® 342 * 5 ^ II est clair que nous 
allons avoir une 1 elation bilineaiie entie deux solutions quel- 
conques des equations liansloimees 

$2? nij ?2J ')2 

Cette relation bilm^anc devra €ue ^videmment satisfaite, la con- 
stante du second membre dlant nulle quand Tune de ces deux 
solutions correspondra a la premiere solution (7)) c est-a-dire quand 
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on bien 


?1 = I: = 

$2=1, $2=^2= V2 = 0. 


Nous en devons couclure que et ^2 doiventpas figurer dans 
notre relation biliiieaire; nous aurons done une relation bilin^aire 
entre 

$'i) Vi, 

$2J ^2, 'iQ2- 


Si, dans la relation (14)5 nous prenons pour la solution la 
premiere solution{7), nous retomberons sur I’equation (8) dMuite 
plus haut de I’integrale de Jacobi. Transformons cette equation (8) 
en faisant 

bx -hiby=:(^-h Lri) (cc' if ) ; 

elle deviendra 




Si, en partant de cette equation (i5), nous rempla^ons et en 
lonctions de 71, et'/io, il restera une simple relation bilin^aire entre 


•ni, Vl) IQ2, V2> 
qui devra 6tre de la forme 


) = const., 


etant une fonction connue de il est d’ailleurs aise de voir 

que 


cette fonction cp etant celle du n^’ 342. 


346. Reprenons les equations (6) et passons aux variables ^ 
et r\‘ nous aurons deux equations lineaires entre 

- r, V, $^ V, $, 

on 5 ne figurera pas puisqu’elles doivent etre satisfaites pour ? = i , 

71 = O. 
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Multi plions-Ies par — }'q etajoutons de iagon a slimmer i", 
il reslera 

? S } ^ } 


leinplagons ensuite en fonclioa de /) a I’aide de l’6quation (i5), 
on irouvera am si 

(i6) Tl"(a?o*-l-r'o®)-l-=''l'(a?'«a^!)+yoyo) + M’l =o> 

M 4tant une lonction connue de t, si nous comparons a I’^qua- 
lion (lo), nous trouverons 

jj _ ^ _ 

’o--+-rV 

d’ou 

?= 

Nous en concluions d’abord que tp ne peul devenir ni nul m infini, 
par consequent que p lesle fini, et enfin que 0 (qu’il esl d’ailleurs 
aise de formei) cst tou]ouis fini, car, si @ devenait infiiu, Tune des 
deu\ integrales de requalion(i i) de\rait devemr infime 

Done 1 equation (i i) est de meme foime que I’equation (i) du 
Chapitre XXVI, et tout ce que nous avons dit dans ce Chapitre 
devient applicable On peut se servii en particulier du determinant 
de Hill pom calculerle mouvementdu perigee La seule difierence 
e’est que 0) est notablement plus giand, et il en resalte deut 
choses d’abord la conveigence du developpement est moms 
rapide que poiu le mouvement du noeud et e’est ce qui explique 
les cii Constances qni avaient lant etonne les mathematiciens du 
XV in® siede, ensuite ccrtaines inegalites ont un coefficient notable 
C’est ainsi qu’a c6te des teimes en bo et Co qui representent les 
lermes piincipaux de V equation du centre, nous avons les termes 
en et c, qui nous donnent la giande inegalite connue sous le 
nom A'evection 


347 On peut oblenir immediatement un systeme du second 
oidre auquel satisfont 8a: ct Sy, le veui dire les solutions (lal 
et (i 2 bis) qui nous int4ressent Reprenons en effet la relation 
bilm^aiie (i4), el imaginons que Sjj (que nous designerons 
simplement par Sa:, Sy en supprimanl I’lndice 2 ) representent 
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I’une des solutions (12) on (12 his) et que 8^^J S^y iepr( 5 sentenl 
une des solutions (7), la constante du second membre sera nulle, 
maih les solutions (7) peuvent 6tre regardees comme connues, cela 
va done nous donner une relation lineaire entre Zy ^ 

comme nous avons deux solutions (7), cela va nous donner un 
systeme de deux equations diff^rentielles du premiei ordre entre 
ix et By, * 

Prenons d’abord la premiere solution (^), 


^ « ^^0 A N ciyQ . 


d’ou 

nous trouverons 


8i^'=a7;, Siy = 7;, 


(16) Xq yjj oy ' — x'q bx — y" By -h amfjKo — ^'0 ^y) = 0, 

Prenons ensuite la seconde solution (7), 


" ““ ^0 

m '' 


d’ou 


dxii 

dm 




T , 


dm ’ 


^ f ^ // dXi\ X A A. » 

Oja?' = + ^ », S,r'=. 

ni ^ dm m 




dm 


> u 

m 


Nous trouverons j^en tenant compte dela relation (16), en vertu 
de laquelle les termes en ^ se detruisentj 


(17) 




11 s agit dbnt^grer le systeme (16), (i On pourrait ciieicher a 
le ramener k la forme canonique, ou bien en faciliter I’lntegration 
par 1 emploi de I’artifice du n® 327 . Reprenons les Equations (3 bis) 
de ce n® 327 , que j’^cris 

I piof — - m^x = 0, 

I 2 2 ri ’ 

y 4 - 2px'— ^ p'ijr _ I ^CZ = o 


(5 his) 
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Nous pouirons lemaiquer que ceb equations peuvcnt ^tre de- 
diiites d’eqnations de forme canomque, il suffitde prendre comme 
variables conjugnees 

X, Y, X y 

avec 


F = 


X24-Y2 / 7 ?i-H/?i 7 


+- 712 (Xy — Yx) Tt 




-3/i2 


co^—y^ 


de former les equations canoniques 

dr d¥ dX. __ 

Hi d\J dt ~ dx^ 


dVhminei X cl Y, el de poser 


dx ={ti\ — fii) dtj /iz=/>{nt — ^ 2 )) ^ — 7n.(^n\ — ni)y 

^ 7?? I 71^7 

^ (rii — 


Recommongons sur ces equations (5 bis) les ni^mes raisonnements 
que sui les equations (5) 

Les Equations (5 bis) admettront le systeme de solutions p 6 rio- 
diques fonn(^es an CliapiLie XXV et que nous eciiions 

Xq = o{x^ p, m), jKo= ?!<''' Pi 

Nous formerons les Equations aux vaiiations analogues aux equa- 
tions ( 6 ) en posanL 

x = XQ-hBx, 

Ces Equations admettraicnt dcs solutions analogues aux Equa- 
tions ( 7 ) qu’on obtiendiaiL en diflErentiant, par rapport aux deux 
consLantes d’ integration e et 7 i|, I’expression 

[ 712 1 


d’ou les deux solutions parlicuheies 


^ dxo , . dxQ 


d^ 

8 :r=^ 

lL71\ 


dx^ Hi dxQ 

dp 


dvQ 


{ni^niY dm 



r 

* 


Jtr 

i 


V 


> 


tt * 
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OH; en suppnmant des facteurs constants, 


Bx = Xq, Sx = 


dxts 

dz 


■^P 


dx^ 

dp 


dxQ 
' dm 




qu] remplacent les solutions (7) 

Dans ces conditions, (16) et (17) deviennent 


(16 bis) 8r'— Sa? + ^p{y',) 8a; — x'^ 8 jk) = o. 


(17 bis) 


-2^'o + ^pm 8^ - g ty) + ^ Sa; _ ^ 8^) = o 


On va ensuite chercher a developper suivant les puissances 
de 7n^, et il arnvera alors la m^me circonstance signal^e k la fin 
du n® 328 que le developpement du coefficient d’lin m^me terme 
proc^dera suivant les puissances non de mais de 
Mais, pour m = o, on a simplement 


Xo = A COST, yQ=z A sinT, 


A etant une fonction de p facile a former, il vient done 


dp 

en posant pour abr^ger 
Soient alors 


— A sinT, 

dx^ -Tk 

P~J^ = B COST, p 


y© = A COST, 

= B SUIT, 
dp 




rn), Fi(a^o,yo, rti) 


les premiers membres des Equations (i6i?5) et (17 bis^ que j’6cris 
sans mettre en Evidence ni /?, ni les inconnues S,r, et leurs 
d^riv^es Nous ddsignerons de m4me par 

F(A COST, Asiht, 0) 


ce que devient r(a?o, jKoj quand on y remplace m par zero, 
etyo par leurs valeurs approch^es A cost, Asmx, et par cons^- 
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quent ^ valeurs correspondantes Alors 

F (570, ro, 'w;— F (A COST, A SUIT, o)=— M, 

Fi(a?o, ro» />i)— F i(Acost, A suit, o) = — Mi 

contiendront en facteiir Les Equations (i6 bis) et (17 bis) 
pourront alors s’^crire 

l F (A COST, A siUT, 0) = M, 

I Fi( A COST, A siiiT, o)= Ml, 

et elles pouriont s’lnLdgrer par appioximations successives, on 
n^gligera d’abord de sorte que les seconds membres seront nuls 
Ensuite on remplacera dans les seconds membres hx et 0^ par 
leurs premieres valeurs approchees, de sorte que les seconds 
membies seront connus et que les equations (18) se presenteront 
sous la forme d’^quations lindanes k second membre, et Ton 
obtiendra a Faide de ces Equations de nouvelles valeurs approchees, 
et amsi de suite 

On YOit aisement que les premieis membies sont de la forme 

( A(— siDT 8 a 7 '-HcosT 8 y)-HG( cost 82?+ sin t S/), 

I B( cost 8 ip'-h smT8j-')-hD(— SUIT 857+ COST 8 /), 

A et B (deja ddfinis) de meme que C et D sont des coefficients 
numeriques dependant de p et faciles a foimer 

Les equations (18) etant des equations Imeaires a second 
membre, il faudrait savoir integrer les equations lineaires sans 
second membre, c’est-A-diie les equations obtenues en egalant a 
zero les expressions (19) Oi, si nous posons 

71 = C 85=? (857-^87;, 

ces equations sans second membie prendront la forme 

-1- H- = 0, 
yj'-H- = 0, 

a, p, Y, S ^tant des coefficieals constants, les ^quauons ^i8) 
prendront la forme 

5' -+- a$ -h Pt) = P, 

7 )'-H -H 8r] = Q, 
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P et Q etant des fonctions connues, equations qui s’lntegrent 
aisement. 

348 . On pent se servir du systeme (16 bis)^ (17 bis) et du pro- 
cede d’approximations successives quenous venons d’exposer pour 
la determination de c et des coefficients bk et cj^, II suffit d’appli- 
qiier les principes du 33S. 

Determinons, par exemple, par le procede precedent, la solution 
particnliere des equations (16 bis)^ {i^\bis)^ qui, pour o, donne 
comme valeurs initiales 

ox = 1, Sjp- = 0. 

On aura alors 

-i- i oy = 2 b k ^ 2 2Ar-l ^ 

avec la condition 

^bk-h'^Ck=z I 

(que nous pouvons supposer remplie, puisque les rapports des 
coefficients bk et Ck sont seuls determines). 

La valeur de pour t = tc sera alors 


ce qui determine c. 


— COSCTt, 
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349 La determination des leimes d’oidre superiear se fera en 
appliquant les piincipes da n® 341 Je suppose qu’on ait deter- 
mine nos cooidonnees jusqu’aux termes da ordre inclusive- 
ment, et soit pai exeinple a; = la valeur approchee amsi obtenue , 
posons x = Xk-\-^oc et cherchons a determiner 3x jusqii’aux: 
termes du (^- 1 - 1 )'®“* ordre mclusivement, nous serons amenes a 
former des equations analogues aux equations ( 2 ) du n° 341, ce 
sont des equations Imeaires a second membie Les premiers 
membres sont toujours les memes, quel que soit A Nous avons 
appris a mtegrer les equations sans second membi e aux Cha- 
pitres XXVI et XXVII, en foimant les termes du premier ordie 
L’lntegiation des equations a second membre, et par consequent la 
determination des termes d’oidre supeiieur, peut done s’operer pai 
de simples quadiatures 

Toutefois une complication se presente nous n’avons pas seu- 
lement trois foncLions inconnues qui sont nos coordonnees ^ 

nous avons encore deux constantes inconnues g" et c d ou depen- 
dent les mouvements du noeud et du perigee 

Ces deux constantes sont developpables suivant les puissances 

de 

EL EL EL 

Nous n’ avons determine jusqu’ici aux Gliapitres XXVI etXXVIl, 
ainsi que nous 1’ avons remarque au n® 340, que les premiers termes 
de ces developpeinents, ceux qui sont independants des et 
de 

Supposons alors qu’on ait determine ^ et c jusqu aux teimes 
du {k — ordre mclusivement, etsoient^A:_i ces valeurs 
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approchees; soient ensiiite + S^’, + Sc des valeurs plus 

approcJaees jusqu'aux termes dii ordre inclusivement; en 

meme temps que 05?, 8 y, Ss, il nous faut determiner S^’ et Sc. Nous 
ferons cette determination, comme on le verra dans la suite, de 
facon a faire disparaitre les termes seculaires. 

330 . Rappelons en quoi consiste la methode de Lagrange pour 
rintegration des equations a second membre. Considerons pour 
fixer les idees un systeme du troisieme ordre, forme de trois equa- 
tions du premier ordre. Soient done X, Y, Z. trois combinaisons 
lineaires de y, z\ soient A, B, C trois fonctions connues, x\ 
y\ z’ les derivees de jr, z] nos trois equations pourront s’ecrire 

(1) yH-Y = B, y-f-Z=G. 

Supposons qu’on ait integre les equations sans second membre 

(2) ^'-{-x=y-f.Y = 5 '-hZ = 0, 
et soient 

x = xi, y=rh z = Zi = 3) 

trois solutions independantes du systeme (2). Onposera 
^ iT j -f- X2 -4- X3 ic‘3 , 

etl on cherchera a determiner les nouvelles fonctions inconnues X/. 
Le systeme (i) deviendra 

(3) 2xia?,-=A, 

et Ton en deduira les X^ sous la forme 

a/A -i- P jtB ( i = I,2, 3), 

les a/, les p,* et les yi etant des fonctions connues de de sorte 
que la determination des X/ etpar consequent celle de j', 5 sont 
ramenees a des quadratures. Les fonctions a^*, P/, y/ peuvent s’ob- 
tenir par 1 integration des Equations du premier degre ( 3 ). 

Tel est le proc 6 de classique, mais il y a des cas on quelques 
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simplificatioas sont posbibles Supposons d’abord un systeme du 
second ordre an lieu du troisieme, de sorte que les Equations (3) 
s’^cnvent 


(3 bis) 


X\ -h X j Xi — A, 


Supposons qu’on ait entie les solutions du systeme sans second 
membre une relation bilineaiie 

a?i:K2— ri^2= H 


H ^tant une fonction connue de t On aura 

H = ky^ — B a?2, 

ft _ 

H’ H’ 

„ _ yi a _ "'i 

H’’ *^*“1 


d’ou 

et de meme 


Supposons pai exemple cju’on ait une Equation de la forme 

0 a? = B, 


ce qu’on pent reinplacer pai le systeme 

x' — y = o, y'-^dx = B, 


on auia alors 
d’ou 


37271= I, 


or --= XiO?!-!- X2il72, 
a\= — X2B, X'^^XiB 


3ol Supposons un systeme d’^quations canoniques 

dx ^ , 

It ~ d\’ dt dx’ 

avec les. variables conjugates 

x^ 7? 

X, Y, Z 

Soil a;o, Xo, une solution paiticulitre de ces tquaUons; 


1 
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posons 

X = 37(1-1- 037, X = Xfl-f- OX, , 

et, negligeant les carres de , formons les Equations aux 

variations des equations (4), (^), (X), etant cles fonctions 
lineaires des six valuables X, , soienl 

(5) S37'-h(37) = o, 8V-f-(X) = 0, 

ces Equations anx variations Soient 

5a7 = 37„ oX = X, (i = I, 2, 3, 4, 5, 6) 

SIX solutions ind^pendantes des equations (5) Considdrons mam- 
tenant les Equations a second membre 

W oa?'-h(ar)= A, aX'4-(X) = A*, 

ou A, A* sont des fonctions connues. Posons 


d’ou 

et 


37 — X=^XiX|, , 

'^Kx,= k, 2>^'.X.= A*, 
a, A H- p, B Y.C -H a* A*-H P* B* + y? G* 


II s’agit de determiner les fonctions a, 

A cel eflfet, rappelons-nous qu’on a, d’apres le n° 344, 

(r.Xfc— = const , 

ce quej’^cnrai simplement 


— ■JfAXt) = const 

On pent choisir les soluUons particuliferes cci, du syst^me ( 5 ) 

de telle fa§on que la constante du second membre soit dgale a i 
pour 


I -I, i_2, j = A- = 4, 1 = 5^ k=6, 

<?t a zero dans tous les autres cas 


I 

TERMES D’ORDRF SUPERII-UR 8 1 

' En se servant alors des Equations (7), on trouve ais^ment 

i 

I 0 £l = X. 2 ) ri~ ^27 

at=:— ^ 5 : = — ^ 2 , rt = -- 32 , 

a 2 =’-Xi, , , 

j CtX— , , 

et de ineme 

a3= X4, CL%=. — Xs, a6=XG, aG = — \- 

3o2 Reprenons les equations canomques (28) du n*^ 320 

‘ (/t ~ d\’ dt ~ da; 

Supposons qu’on ait tioiive une solution exacte jusqu’aux ternies 
j du ordrc mclusiv cinenl (pai lapport aux E et a a) Soit 

2? = a?/, y=yK^ - = X=Xa, 

cette solution 11 convient, (omme je IVxpliquais au debut de ce 
I Chapitie, de tenii coniple des constantes c Ql g Je suppose que 

^ nous possddions des valeuis appi ochres de ces constantes, 

C = C4_i, g" = li 

exactes jusqu’aux termes du {k — i)'*”'® ordre mclusivement Je dis 
d’aboid que Teireur coiumise sur les deux meinbies des equa- 
I tions (8) est du (A + 1/““^ oidie Cela est^vident pour les seconds 

< membies, puisque nous y substituons a la place des inconnues des 

1 valeuis exactes jusqu’au 01 die exclusiveinent Pour les pre- 

' miers membics, ou figuientlcs constantes c etg^, cela exige un peu 

plus d’attention 

; En eflet pai exeinple, est une lonction p^riodique des quatre 

^ atguments /If ^ Onauiadonc 

I — 'V 

I di 

I mais, comme 

ns = ( c — I — m) (/ii — 712), /14 = (^-- 1 — (^1 ^2)1 

^ ddpend de c et de ^ Quelle est Uerreui commise si nous sub- 
P — II (a) ® 


1 
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stituons Xh^ Ck-\ et gh-.\ a la place de c et Si nous rempla- 
Qons X par x^^i nons commettons une erreiir dii (A: H- i)'®"’® ordre; 
SI nous remplagons ensinte c par nous commettons une noii- 
velle erreui 

/ \ / \ 


Or c — Ck-\ est du A*'®"’® ordre , je dis que est du premier 

ordre, car Xk— ro est du premier ordre, et est nul puisque^^o 

ne depend que de CP 4 — L’erreur est done du {k 4- ordre 
et il en est de m4me quand on remplace g par gk-.\ 

C Q F D 

Soit done 

(9) A, A*, B, B% G, G* 

ce que deviennent les differences 

at~^d)L^ dt dx' dt ^ d\^ ^ 

quand on y fait cette substitution 

Les expressions ( 9 ) seront des fonctions connues qui seront 
du {k + ordre 
Posons alors 

37 = ^174 H- 8a:, X = X/£-i- 8X, c = C4_i-i-8c, , 


et proposons-nous de pousser Fapproximation jusqu’au (A* -j- i)'®”'® 
ordre pour x^ jusqu’au ordre pour c Nous pourions n^gliger 
les carrds de ox^ 3c, . , et nos equations prendront la foime 


(10) 


^dx 

"" dt ^ d^ 


= A, 


.dX ^dF 
H- 0 — 
dt dx 


= A*, 


Les seconds membres sont des functions connues , quant aux 
premiers membres, ce sont des expressions lineaires par rapport 
aux mconnues et a leurs denvees On a par cxemple 


dr d^F\ d^F 
dx dx^ dxdX 


oil, dans les deri\ees secondes de F', les mconnues doivent ^tre 
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remplac^es par leuis valeurs approchees a; = a;o, X=Xo, 

(en m^me temps que les E et a par z6ro), ainsi qu’on I’a explique 
aun'’341 D’autie part, 


^ da? XI ^ 0 ^ X^ % dr 
^ dt dw I dwi 

Dans le premiei teime"^ rit nous pouvons remplacer 72 ^ 
et n^ par leurs valeiirs approchees 

(co — I — m)( /ii — /ii), (^ 0 — I — m) ( Til— /I 2 ), 


d ox 


d^duiles de I’analyse des Chapjlres XXVII et XXVI L’erreur 
<ommisc ainsi sur csL du piemiei oidie (et meme du second), 

d ox 

el, coiTime ox esl du (A -piy™'*- oidre, I’erreui sur seia 

(jn (/, _|_ ordre au moms 

Dans Ic second lerme^3n, ou figment 

S/i3= (rti— rtt) 8 c, 8 re, = (/ii — «j) SiTi 


nous pouvons icinplacer x pai u;, , I’eircur ainsi commise sera du 
second oidie, ct, commc 8/ij esl du A"-'"'' oidie, I’eneui sur le 
pioduil seia du (A + a)"-'”' oidre 

Si nous faisons passei le icrme^Sn, — dans le second menibie, 
les equations (lo) dcviennenl 


2 d OX jv dF' . V 


dxi 


(n) 


1 doX. 

Til-. 

i dwi 


dx ^ dwi 


d\, 


Les piemieis mcinbies resLcnt Ics memes a toiites les approxi- 
maLions 

Dans Ic calcul des leimes du piemiei degid, et en sup- 
posanLc/ = E,=-o (etaiissi3c = 5^=oetpai consequent on, = o, 
puisque a cetle appiOMinalion c et^ se reduisent a Cj el,g'o), Is® 
seconds membies sonl mils, les equations (i i) doivent alors se 
ledune a celles que nous avons intdgrees au'i Chapilres XXVI 
et XXVII, Cbapilies dans lesquels nous avons precisement d6tei- 
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miii4 ces termes du premier degre, c’est dire que les premiers 
membresdes Equations (ii) se r^duisent a 

() 6t27 

oX — 712 oy, 

_l_ ( m 1 H- mj ) 0 — 722 BY, 
dt 

— 8 Y -i- 722 Sa? , 
dt 

-h ( 772i -t- rn^ ) 0 ^ H- 722 BX, 

4 -“. 

I d Sz . \ £1 j 

1 -jf ■+■ (ni — ni)ecz 

[c/ ^qu (0, Chap XXV, n‘> 323 , (i),Chap XXVI, n" 331, 
^qu (6), Chap XXVll, n- 342] 

Observons d’ailleurs qu’on aurait 

£t8 ^ = A3a;-i-B8jK, 

=B3af + C8/, 

ri 

A, B, C ayant mdine significalion que dans les equations (6) du 
Cliapitre XXVll , nous 6ciivons aussi pour abr^ger 

d d 

Jt dwi^ 

les Ui ^tant remplac^s par leurs valeurs approch^es 

Til, 722, {CQ—l—m){nx 722), {g(i— I ^ ni) {ill— 71^) 

353 Si nous supposons pour un instant que les constantes oc 
et (et par consequent les S/i^) sont donn^esj les seconds mein- 
bres sont connus, les premiers membies sont les expressions ( 12 ) 
et nous savons integrer les equations sans second niembre, le pro- 
bUme pent done dtre consider^ coinme resolu par Tapplication du 
proc^d^ classique du n"" 350 Nous devons toutefois faire les re- 
marques suivantes 

1 ® Les seconds membies se pr6sentent sous la forme de fonctions 
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p4riodiques conuues des quatre arguments «>,, mais dans les pre- 
mieis membres figurent non pas les d^nvdes 


mais les d envies 



ji, 


d 

dw’ 


dw,’ 


ou les sont les valeurs appioch^es 

n\ = TLu ^2 = 

n0 = (co_i-7n)(n,-n0. nX = {g^—i-m)(n,-ni) 

Cela ne change nen d’ailleurs au pnncipe du calcul , seulement 
il faut, avant I’mt^g ration, lemplacer dans les seconds membres 
les (V, non pas pai n, t + mais bien par nj t + 

Supposons done qu’on ail lorm6 les lonctions que nous avons 

appeldes au n® 3b0, 

Xj = \ -4- , 


ce sont des fonclions p^nodiques donn^es des w, on doit eenre 

alors non pas 


maib bien 

df jU deck 

Si done 


(i3) 



les /ca ^tant entiers, on en d^duira non pas 


mais 


bien 


x ,=2 

x .=2 


y/ — 

0 S/CaWo, 


Cette analyse suppose que le second membre de(i3)necontientpas 
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de lex'ine constant On vena plus loin, au n” 3 o 6 , comment on peut 
b’ari anger pour qu’il en soit ainsi 

On leinarqucia que les quatre premieres Equations (ii) 
ferment un systeme qui ne depend que de S:r, Sy, 8X, SY, tandis 
<jue les deux derni^res foiment un systeme qui ne ddpend que 
de 85, SZ Ccb deux sy&tcmes pcuveiit done ^tre traites s^par^- 
luent* 

Nous I'einarquerons en&uite que nous nous trouvons dans le cas 
ou le proedde'j dun“ 3ol est applicable, puisque nos equations sans 
second membre sontles equations aux variations d’^quations ca- 
noniques 

Considdrons done les quatie solutions particulines (7), (12) 
et(i2 bis) du CliapiLie XXVIl, soicnt a 

les deux solulioiib (7), ou ces deux m^mes solutions inultiplieeb 
pal un coefficient qiic noub pouvons choibir arbitiairement , 

8 jk = tq 3 , 87 = ‘^ 1 ^ 

les deux solutions (12) et(i2 bis)^ ou ces indmes solutions multi- 
plides par un coefficient que nous pouvons choibir arbitrairemeiit 
Soient 

ax = $;, 8y = ti? 

les valems de oX ctSY (jui correspondent k 857 = ^0 Sj= e*) on 
aura la 1 elation biliiieaue 

( OA- 0? 0/. )= const , 

qui n’est auLie ehobC que la relation (i 4 ) du Chapitre pidcedent 
Noub savons que la constante du second membre est nulle, 
sauf dans le cas ou « = 1 , A* = 2 et dans celui ou i = 3 , A = 4 
Nous pourrons choisirles coefficieatb arbitraires dontnous \enons 
de purler [cl par lesquelb les soluUons (7), (12) et (12 bii^) sont 
niullipli<5cs] de lelle fagon que dans ces deux cas la constante du 
second nuMiibre soit (Sgale a i G’est ce qni est le plus commode 
pour rexpobiLion, mais dans le calcul on pourra faire un autre 
eboix, par exeniple on pourra avou avantage pour 4 = 3 , A = 4 
supposer la constante i^gale a s/— i 
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Soient alors 


L, L% M, M*, N, N* 


les seroarls membies des sit 4quaUoas (i 1 ), de telle facoa que 


L = A- 



Apphquons le proc4d6 du n" 3ol , il viendra 

8X = 2x,ir, 

avec les condilionb 


(il) 


dt 

^ =-|lL- 1 -$,L*--riIM-h r„M*, 
dt 

^ L - 5 .. L*4- < 1 : M - r, M*, 

dt 

dt 


3SS Le m6me pioc(5de s’applique an second sysleme lorm4 des 
deu:s dermeies Equations (i 0 Soient 

3 = ^,, - = ?6 

les deux solutions (?) de l’4quation (i) du Chapilre XXVI, mulli- 
pbdes au besom par un facleur constant aibitrai.ement chois, 
Nos Equations sans second membie [formees avec 0 : comme cette 
liquation (i) avec z] admettront les deux solutions 

8* = 6Z = ll, 

Ss = 8Z = S6, 


entie lesquelles nous aurons la lelation bilineaire 


11 ne faul natuielleinent pas 
Nous pouvons supposei que 
4gale a 1 Nous aurons alois 


confondre les avec « = e 
la constante du second nic.nbie est 
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avec 

(i5) 


I -jf- =— UN-+-CsN*. 


356. II faut, comme nous Tavons vu a la fin du n° 353, que 
les seconds membres des Equations (i4) el(i5), qui sontdesfonc- 
tions periodiques des <v, ne contiennent pas de terme constant. 

Esaminons-les successivement el consid^rons d’abord Je dis 

dt 

que cette expression est une fonction impaire des (p et ne contienL 
pas de terme constant. 11 est aise, en efFet, de constater que 

L*, M 

sont des fonctions paires, tandis que 

5i, -n*, L, M» 

sont des fonctions impaires, ce qui d^montre la proposition 

enoncee; il ne peut done pas s’introduire dans )w de terme sdcu- 
laire. 

I assons a ; nous savons que est egal, a un facteur constant 

' ' ^^0 f- 

pres, a et que feo est 6gal, a un facteur constant pres, a 

T div Q ^ dec Q 
m dz 


nous pouvons done choisir les facteurs constants de telle sorte que 
Ton ait 


7)2= ^7]i-f-(7)2), 7)J= jfY)^4-(7)J), 


il? in (io)? ('^ 2 ) etantdes fonctions periodiqi 

de T. Posons alors 

. ^'1 = — ^X2-+‘ p-i ; 

il viendra 

d’ou 


__ .<^X2 .. 

dt ~~ 


dt ' 


— = Aj-4-(|*)L — (|5)L*h- (•ifiJ)M — (7]5)M*. 
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Le second membre est encore une fonction pdnodique des pp, 
pane cette fois, mais dans ce second membre figure ly 
^te d^teimin^ que par une mtdgration, c’est-a-dire aune constante 
pres Nous pouvons disposer de cette constante de telle fagon que 
le teime constant du second membre disparaisse Dans ces con- 
ditions pii ne contiendia pas de lerme s^culaire 
D’ailleuis les deux piemiers ternics de 


se reduiscnt a 
de sorte qu’on a 




fj-l $1-1- 


Bcc = [Xi -h ^2 ($ 2 ) H- ^4 $4 


3S7 Examinons maintenant ^ et ^ Je dis que nous pouvons 

choisii Sc de facon a faire disparaitre d la fois le terme constant 
dans ces deux expiessions Nou& avons 

dx 

Coinme S/^^ etS/ii sontnuls et que = o, puisque ne depend 
que de t = (V| — iVy et de le deiniei terme du second membre 
se reduit a 


^ dxi . , . dxi 


D’ailleuis on a 


= Ei(58 $ 4 ) 


Nous voyons done que 




peut se diviser en deux parties et qu’on pent ^criie 

^ = 'Pa — 'I'a ^c{Tii — ^2), 

d\ 

ou cp 3 est ce que devient I’expression de -j~ quand on y remplace 


L, L% M, jvr 
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par 
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A, A% B, B* 

€t Ag ce que devient cette expression quand on y remplace ces 
quantiles par 

^ dyi dY, 

dwz ’ dws ’ dw^ ’ dwz 


On aura de in^me 

^ — — /I2). 

<p4 et (itant formas avec ^ comme cpg et Aj avec Je vais dis- 

d\ 

poser de Sc de fagon a annulei le terine constant de je dis que 
la valeur de Sc qui annule ce terme est reelle et qu’elle annule en 
ineine temps le teime constant de 
Nous avons suppose 

-H iins = /i 2 , 


les coefficients 6 /t et ca sont r^els, ct h cst un coefficient constant 
dont nous avons dispose de fagon a r^duire une certaine constante 
a 1 

En effet, quand je change les iv en — (V, x qui est une fonction 
paire des w ne change pas, au contrail e, X, jKj 

changent de signe 

A dx\ d\ 1 


changent de signe, 



B, 


dy\ 

dwz 


ne changent pas 
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^ et ^ se changent en ^ et tandis que et se changent 

^ et - I Done se change en - en - 

en — en — ^ Done le teime constant de par example, 

h h II " 

est egal a celui de — 

t /]q 

Si mamtenant nous changeons i en — ^5 ’ X’ 7 t ’ X 


mutent avec X’ quantit^s A, A*, 

r^elles, ne changent pas 

Done ^ se changent encoie cn — — /r’ ~ a’’ 

— ^ Done le teme constant de est imagmaire conjugu 6 de 
h " 

celui de — ^ 

h 

Si le teime constant de est d’une pait ^gal a celui dc 
d’autre pait imaginaiie conjugu(^ de celui dc — c est que ces 
deux termes sont dgaux et r^els Et il en est de m 6 me en ce qui 
concerne et 


qiii sont 


Soient done 


les teimes constants de 


P, — «7 — P 


?3 ^3 

Ti^ IT' IT' 




ils seront r^els, et il suffira de piendre 

ac = _^ 

P(/ii- 712) 

pour annulei alafois le terme constant de ^ et celui de Nous 
n’aurons done de teime seculaire ni dans ni dans 

c 0 F ® 

On demontrerait dela indme mani^re qu’on pent choisir hg de 
fagon qu’il n’y ait de terme s^culaiie ni dans A5 ni dans En 
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efiet, le second membre de la cmqui^me equation (i i) s'dcriL 


on a ici 


n = c-_2 




dz\ 


r. dzA - dZK . , 

^ = o/i, ^ U, - 


dzx 


dzx 

dwL 


Le reste du laisonnement s’aclifeve comme pour X 3 ct 
jOuant le r61e de Sc, N et N* celui de L et L*, ^5 ct celui 
de is et $ 4 , etc 


358 L’mt^gration, comme nous I’avons vu k la fin du n“ 353, 
mtroduit le petit diviseur 


ou les A‘a sontdes entiers, comme 


et 


^3 — ^0 ( ^1 — ^*2 ) 

M = n^) 


sont d^veloppables suivant les puissances de ce petit diviseur 
sera lui-meme ddveloppable suivant les puissances de 
Les piemiers termes du d^veloppement sont 

712 = nl=z m{ni — = /ij = (i + fix') 

/l4=:(7ll — n2)(^ 

puisque 

c = i-hm4-^/n24- , — l/ns-t- , 

d’ou 

7^1 - ii2 = -^1 + {f^\ -H A-2 ) /n + ^(As— ^4)7712 + 

11 sera done divisible par m si /c^ = o, il sera divisible par 
SI k, = k^:=zo, c’est-a-dire si le terme correspondant ne depend que 
des longitudes du perig(5e et du noeud, dans ces deux cas il seia ce 
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que j’appellerai un petit dwiseui analytique Enfin il sera divi- 
sible pai bi Ai = /i2 = o, /c3= A4, c’est-a-dire s’ll depend seu- 
lement de la somme des longitudes du pongee et du noeud Ce 
sera alois un ties petit di^iseiir analytique 

Mais il airne ici que les Laimes en ont de ties grands coef- 
ficients, de soite que 60 — i — au lieu d’etie a peu pres egal en 
3 

valeur absolue et pai consequent a ^0 — i estapeu 

pres deu\ fois plus grand II en resulte que les tics petits diviseurs 
analytiques, quoique divisibles par m\ sonL numei iquement de 
I’ordre de m- Si, au conlraire, on a /:i = A2=o, le 

diviseui, quoique non divisible pai sera numei iquement de 
Tordie de Ce sera un ties petit dwiseur numei iqiie (in^- 
galit^ de Laplace, cf Tisseranu, t III, p i 58 ) 

Dans le calcul numei ique des coefficients, ce sontles tres petits 
diviseuis num^iiques qui importenl Au contraiie, si Ton se pro- 
pose, comme le faisait Delaunay, de d^velopper ces coefficients 
suivant les puissances de a??, il faut sbnquietei dcs ti^s petits divi- 
seurs analytiques 

Les tr6s petits diviseurs analytiques se piesenLent pour la pie- 
miere fois dans les Leimes en ou en E^E^E;, et les tits 

petits diviscuis num^riques dans les lerines en EjE|cy, E4EJEp 
E^E>EJ^y ou E;E]E$ 

339 Tel est le piincipe de la nicthodc de Biov\n 
Je n’lnsisteiai pas sur les peifecLionncmenls de ddtail qu’il y a 
appoites et dont les piincipaux sont les suivants 

1® Au lieu de quatic equations lindanes du premier ordre 
a second inembie, il emploie deux equations lineaires du 
deuxieme ordre a second mcinbie (obtenaes pai IMliminalion 

de X et Y), il en i^sultc que les expressions des sont un peu 
inodifi^es et se prdsentent sous la foime d’une somme de deux 
termes sculement et non de quatie 

2® Au lieu de hx et oy, il pi end comme mconuues les quantit^s 
imaginaires 

= Sa" -H E 8^ = — E 

3 *^ Au lieu d’employer des Iignes tiigonoinetiKjues des multiples 
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des pp, il simplifie les notations en introduisantla variable 

4 *" Pour les approximations d’ordre eleve, il a recoui's a I’artifice 
par leqiiei Hill etait passe des equations (2) aux equations ( 5 ) du 
Chapitre XXV. Les calculs de substitution s’en trouvent un peu 
simplifies. 

Je me bornerai a dire que la methode est applicable aussi bien 
au calciil des termes du premier ordre en a et E;) qu’a celui des. 
termes d’ordre superieur. 

Pour plus de details, je renverrai a son Ouvrage original (J/e- 
moirs of the Royal A strono 77 iical Society ^ t. LllI, LIV etLVH). 

On pourrait se demander si, a cause des petits diviseurs divisibles 
par m- ou on n’arrivera pas dans la suite des calculs a des 
termes contenant en facteur une puissance negative de m. On pent 
demontrer que cela ne petit arriver que quand interviendront le# 
tres petits clRiseurs analytiques. 11 enresulte, d’apres le numero 
precedent, que cela ne pent arriver que pour des termes d’ordre 
tres eleve; cela ne pent arriver si Ton suppose £0=0, ou 
bienE3= 0, puisque dans ce cas il ne peuty avoir de tres petits 
diviseurs analytiques, mais tout au plus de petits diviseurs analy- 
tiques divisibles seulement par/n^ Pour la demonstration, je ren- 
verrai au Bidleiin astronomique, t. KXV, p. 821. 
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360 La seconde methode que nous aliens exposer pi^sente sur- 
toiit des dvanlages quand on veut obtenir non seulement la valeur 
numciique des coefficients, niais leui developpement analytique 
en fontion de nz, comiiie le faisail Delaunay 

Nous aurons avantage a employe! , au lieu des arguments fVj, les 
sxiivants 

X = Wi—IVi, Xi= (Vl-t- (Vj, Xi = Wi-hWi, 

De celte facon, dans le coefficient d’un leime dependant du sinus 
OU cUl COSlHLlb de 

JO t: 4- y7l X 1 -H /? 2 T2 H- /? i Ts , 

1 ! xposanl de E, seia au moms egal a | /i, | 

Nous paiLiions dcla fonnule (j*")) du n" 3l20 

y a; ciX — (iQ" ^ ^ A,' dw, 

Celle fonnule peut lecctoir utilenient diveises modifications 
d’aboid nous pouvons passei des variables tv aux vanables v, nous 
pomons ensiiitc lemaiqiiei que 4»', sc reduit a une constanle (in- 
icgialc de Jacobi) loisque E,= o Ccla nous peimcL d’etiue 

= K-I-E 3 O, 

^2 

K oUnt une consLante eL cUnL divisible par On a en eflel 

= ijj -H EjO, 

ri2 

et 0 etant des fonctions de y, X, Y, Z, de t: 3 =w ^3 et 
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des constantes E3 et a. D’aillears r]; est ind^pendant de E.*} et T3. 
Soil ensuite x'^ ce que devient le developpexnent de x quand on y 
fait £3=0. 

Soiti^ce que devient'i qnandonyremplace^, .. . par 
alors A* sera une constante, A — cj;*** sera divisible par E3, et nous 
pourrons poser 

On a done 

S’'^p. = B + Bj rfTi-+- Bj B;, dxs— E3* dz^, 

d’ou 

X dX. — do," = B dx — E3 dz;i , 

Les B sont des constantes, de m^me que les A^. et K; je veux dire 
par la qu’ils dependent seulement de 

El, Ea, E3, a, m 

et sont independants des t. 

Posons 

S=Q'^^^oX~^oY-.^iZ, 

Xa etjKo etant les termes de degrdz^ro calcules au Cliapitre XXV; 
5, represente I’ensemble des termes determines au Chapitre XXVI 
( comme;3 ne contient pas de lerme de degre zero, on aura — - o ') ; 
il viendra ’ 

dS = '^{x~xo)dX-'^Xdxa 

+ {s — Zi)dZ — Zdj!i — '^Bdz + E 3 <J>a;T 3 . 

Dans cette formule (1), on doit regarder E,, Ej, /n et les r 
comme des variables; au contraire, E3 et a sont des constantes 
donnees, de sorte qu’on aura 

d£j:^ = doL = o. 



J’ajoute que dans cette formule - ^0) cfX et ^ X dx, re- 
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presenteixt simplement 

Xdxo~hYdyo 

361 Cela pos^, supposons qu’oa ait d^teimin^ les termes 
d’ordie A et d’oidre infcrieur de cc et dey, de X et Y, de S et B, 
les termes d’oidie A — i dc ^ et Z, et qn’ori ait par consequent 

(2) a7 = ar4, ^ = S=Sa, 

Je pose 

(3) x = x/-^OT, y=:y;^^By, 

et )e me piopose de calculer ox^ S/, SS jusqu’aux termes 
du (A + 1 )’‘"“ oidre mclusivement, Iz jusqu’au\ teimes du 

^leine 

Substituons d’abord dans (i) a la place de toutes nos variables 
leurs valeurs appiochdes (s), la diff^ience des deux membres sera 
du (/c -H ordie, nous pouiions la mettre sous la forme 


u et V etant des fonctions connues 

Substituons mainlenant a la place de ces variables leiiis valeurs 
approchecs (3) en negligeant les puissances superieuies de3:r7, , 

ce qui est permis puisque nous negligeons les teimes d’ordie A + 2 , 
il Mendia 


(4) 


«:3S =^8^^ d\ ^'^(^x-x^)d^\-^^^Xdx^-^^zdX 

H— ( z — 3| } oZ — 6Z dz\ — 8B d/z H— Es d/z^ + v, dv 


Le second membre est susceptible des simplifications suivantes 
considerons-en d’aboid la premieie bgne, coniine et SX sont 
d’ordre A’-l-i, nous pouvons lemplacer^ et X pai Xq etXo De 
m^me dans la deuxienie bgne, coinme S:; et SZ sont d’ordie A', nous 
pouvons neghgei dans leui coefficient Z 2 qui est de deuxieme 
ordre et remplacer et Z pai ct Zi 
Enfin 8^ est cl’ordie A -h i, cai 


'V -s , V A- ?7 


d<P , 


d^ , 


d^ , 


P - II (2) 


7 
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Or et SX sont d’ordre ^ + 1, 05 et SZ sont d’ordre k, 
mais ^ ^ dmsibles par Eo et par consequent da premier 

ordre Comme d’ailleurs E3 est dii premier ordre, nous pourrons 
negliger E3 S^> et il resLera 

d 8S 6X dxQ 

-h 8-s dZi — BZ dzi — SB d^ -h u d^ 



362 Prenons mamtenantla formule (26) du n® 320 , 

rr 


ou = F' — et oii H est une constante choisie de telle fagon 
que Q" soit penodique Nous deduirons 


( 6 ) 






dxQ 


dzx 


H 


Substituons dans (6) les valeurs approchees (2) a la place des 
variables et soit G la difference des deux membies, G seia une 
fonction connue du (^-f- ordre Substituons maintenant les 
valeurs approchees ( 3 ) et ndgligeons tout ce qui est du (/: + 
ordre , il viendra 


-2^— o)5§ 


dZ 


dZ 




dz^ 


dt 


dt 


D’autre part. 


Mais, en vertu des equations du mou-vement, on a 


d’ou 


dx _ __ d^\ 

lx' 

1 dX 


V ^ ^ V ^ dz ^ 
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et par consequent 


dt "" 



, . >\ d'^St. 

( ^ ^0 ) ^ ~ — “I— 

dt 


(z — ^i) 8 


dt 




o\ 

SZ 


Dans la piemiere ligne on pent remplacer x par Xq et, dans la 
seconde, z pai poiu Ics monies laisons qu’au numeio prece- 
dent, ce qui nous permet d’ecrue 

(7) 8^=G-3H 


dS 

Qu’est-ce mamtenant que S On a 


d’ou 


dt dwi^ 


^ dt 




Dans le premier teime du second membie nous pouvons rem- 
placer Hi pai 71 5 de soite qu’il se i^duira (en lepienant les nota- 
tions du ChapiLie piecedent) a 

diVi dt 

Dans le second teiine figuient deux constantes mdeteiminees, 

87i3=8c(ni — riz), 0 / 14 = o^(/ii — /is), 

lapremieic est d’oidrc A, cai nous supposerons que c a ete deter- 
mine ]usqu’aux Leimes d’oidie A — i inclusivement , la seconde 
sera d’oidre k — 1, cai nous supposerons que g a ete determine 
jusqu’aux termes d’oidie A — 2 Posons 

S = So+ Si -h Ss-H , 

So, Si, St, repiescntant lespectivement les termes d’oidre o, 
I, 2, Nous pouiions alois, dans le coefficient de 0/13 rem- 
placer S par Sq-H Si ou pai Si, puisque So ne depend pas de 
et, dans le coefficient de 8/i,, remplacer Spar So + Si + So ou 
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par Soj ptiiscfue Sq et S| ne dependent pas de II vient done 


( 8 ) 


dSS 

dt 


= G — oH . 


0^3 


^S, 


dwi^ 


363. Reportons-nous aax notations du n‘^ 318; noas avons 
troLive dans ce nmnero les formnles suivantes : 

4-i=H— Wi=Ai=A't (z = i,3,4), 

/l2 W2-4- A2 -4- K = 722 A. 2, 

la lettre K. ayant le ineine sens qu’aii n“ 318, et nous en lirerons 
(en nous rappelant que dn 2 = o) 

H =_2niA', =_]^A;- diii, dA'i = o. 

Mais il vaudra mieux revenir aux arguments t que nous avons 
inti’oduits au debut de ce Chapitre ; soit done 

= V dt^ d'zi = vi dzj 

de telle sorle que 

V = Til /I 2 , Vi = -f- Tig = VC, V 2 = /li -H 71^, == V3=:7l2. 

Nous aurons 

Bv =2 A' 71, + dv = ^ A' dn, 

la lettre K ayant le inline sens qu’au numero precedent, et par 
consequent 

<fB h- V 3 dK = o. 

loutes ces quantites H, B, v ... dependent des constantes 
E et a, et ne dependent pas des arguments t. Supposons que dans 
les equations (9) on substitue d’abord les premieres valeiii's ap- 
procliees (2) de nos inconnues, et soient 

(10) P, ^Qdq, dP-^qdej 
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les differences des deui. membres , P , Q, q seront des fonctions 
connues et les expressions (lo) seiont d’ailleurs du (A"-!-!) 
oidre 

Cela pose, substitiions dans les equations ( 9 ) les valeurs plus 
appiochees (3) et ndgligeons les termes d’ordre A + 2 , il viendra 

j oil ® oB P - 4 - V 3 oK, 

I ii3H=^B«l8v-i-25Brfv+2Qrfg’ 

Remarquons que 8 H, <i? 8 H et 8 B sent d ordre A + i, que 
ov = 5 vs=o, que 8 vt esl d’ordre k et 8 v 2 d’ordre k — i, que 
dmt est du meme oidie que 8 v,, que B, est divisible par et Ba 
par E; et sonl pai consequent du second ordie, ce qui permet 
de negligci, par exemple, B|OV| , alors nous ecrirons 

1 511= BjOva-H^vSB-h P-I-V3 SK, 

I ci3n = Bj<A8vj-4-2;^SB«IvH-^Qdg- 

361 Tous les leimes de nos developpements contiennent en 
lacteur un. ceitain monome 

(X = 

que Brovin appelle Icui cai actei istique , k soinme des exposants 

^0 ■+" 

est le degiddia terme Dans les calculs precedents, nous pouvons 
supposer que 8 S, par exemple, on Sa:, au lieu de representer tous 
les termes de degre A + i, par exemple, repiesente seulemenl 
I’ensemble de tous les termes ajant une caracteristique donneep 
Mais, comme le degre d’approximation n’est pas le meme, par 
exemple, pour 8 s et Sa;, il est necessaiie que je precise Je con- 
viendrai done qne 

oa?, SX, oY, oS, oB, oK, oH 

repiesentenL Tensemble des teimes de caiaclenstique p, que og, 
repiesentent I’ensemble des termes de caracteristique que 
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Sc comprend les termes de caracteristique ^ et S^ ceux de carac- 
teristique^* 

En ce qui concerne les valeurs approcliees (2), je supposerai qiie 

JA, S/,., . . . 

comprennent tons les termes dont la caracteristique est un diviseiir 
de p. (u. lui-meme etant exclu) et qiie de meme 

' SA '- l , Ca _ i , ^/._2 

comprennent les termes ayant respectivement pour caracteristique 
un diviseur de 

Ji' Ji Ji 
E/ E/ E|' 


36 d: Cela pose, nous devons distingiier trois cas : 

1° p n’est pas divisible ni par E| ni par E^. 

Dans ce cas ni^n, ni to (ou ce qui revient an meme ni (P3 ni (V4 ) 
ne figurent dans nos developpements. La formula (8) se r(§duit 
done a 


G est connu; on disposera de 5 H de telle fagon que le terme con- 
stant du second membre soit nul, et Ton aura SS par une simple 
quadrature. La fonction SS est ainsi determinde a une constante 
pres, mais cette constante doit ^tre nulle puisque 8S doit dtre ime 
fonction impair e. 

Passons main tenant a la formula ( 5 ), et remarquons c[ue Z| , . . . 
sont nuls, et de plus que nous n’avons que trois variables par 
rapport auxquelles nous puissions differentier et qui sont m. t 
et T3 ; il vient done 


(iS) 


f dSS 
I dm 

j d^ 

I dz 



— y 8x^ 

dm 

— y ex ^ ■ 

d'z 


'V dp 
dm^ 

- SB u 


dx ^ 


et, puisque ^0 et Xq ne dependent pas de to, 


(M 


^oS 


= -883 
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De Tequation (i4) on d^duit 


io3 


6B 




en d^signant pai j^« le termc constant et cela deter- 

mine oB) 

On lemaiqueia d’autie pait que dans la seconde equation (12) 
on a 8,= o, puisqiie doit etie divisible par et que, p. n’etant 
pas divisible par Ej, nous negligeons E^ , il reste done 

dSH d■^ +'^(ldq, 

on, puisque (^3=0, que rfv, et ofvs n’lnterviennent pas, 
din dm ^d. dm 

ce qm deleimine SB, puisque SH, Q et g- sont connus et que 

V — 

Nous a\ons enfm 


8X = 8^-7i!8/, 8Y = 82 

Coinme ici nos dbt eloppements nc contiennent ni m «’<. et que 
Ton a d ailleuis 


ni = n?, 


722 = 71 §, o/ii= oni — 0, 


nous pouinons ecrire 


^ dx d ^x 
°Tt~ dt ’ 


^dy _ doy 
^ dt dt ’ 


mais, tomine nous letrouverons les memes equations un peu p us 
loin, j'aime mieux traitei tout de suite la question d’une faQon un 
peu plus geneiale Repienons done I’equation 


^_X — 7l./ = 0, 

dt 


et soit A ce que devient le piemier ineinbie quand on y subsutue 
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les Yaleiirs appnDchees (2). Nous aurons, en prenant les valeurs 
plus approchees ( 3 ), 


D’ailleurs 

dx 


dt 


■ SX — /Z2 8j/ = A. 


dx 


dx 
' dwi 


dt 


2 d^x ^ 


dx 
^ dwi 


Nous pouvons remplacer dans le premier terme m par n\ puisque 

(iX esl d ordre -t- 1 , de sorte que ce terme se reduit a — dans 
le second on a 


^ dx 


dx 




dx 

d'Zn 


Oi , oc 6 t 0^ etaiit respectivement d ordre k et k — nous pou— 
vons, dans le coefficient de Sc, remplacer x par x, et, dans celui 
de Ig, remplacer a? par (oii x,, x,, x. representent les trois 
premieres approximations de x). Nous pourrons done dcrire les 
equations suivantes : 


(i5) 


1 

1 

1 

1 

> 

= A — 

^ dxi 

V 5c —r^ - 
dzi 

— V 

, dx^ 



dt 

~ SY -}- Bx ■■ 

= A'- 

V oc - 

dzi 

- V 


dy.2 
dz2 ^ 



s,..^ 

am 

—\sx^ 

Jsad dm 

_ ^as 

dm 

dll 

dm 


az 

dz i _ 
dm 

-2 

dQ 
dm ’ 


— "V axf^ 

d as 

— hz 


az 

dz[ 

- 2 ' 


dz 

^ d- 

dz 

dz 

-f- 

dz “ 



SB. 

Les termes en os et oZ sont nuls dans le cas qui nous occupe, de 
»eme ,ue A, A' et let te™e, e„ Sc, Ig - mais je priftre completer 
out te suite les equations (i 5 ), afin de pouvotr encore m’en 

servir dans les deux niimeros suivants. 

oS et oB sont conaus; les arguments etT, n’intervenant pas, 
nous devons regarder oc et o«. comme nuls; les seconds membres 
sont done connus; nous avoirs done a inlegrer un systeme d’equa- 
uons inean-es a second membre. Les equations lineaires Ins 
econd niembre ne sont autre chose que celles que nous avons 

tiell 1 T d’equations dilTeren- 

tielles est du deuxieme ordre au lieu du quatridme 
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Nous n’aurons done qu’a appliquer les raethodes des 349 
et suivants , il n’y aurait de difficulte que si le determinant 

dxo dy^ dxQ dy^ 
dm d% d'z din 

pouvait s’annuler, ce qui n’a pas lieu 

11 ne s'mtroduiia pas de terme s^culaiie, cela ne serait possible 
que SI Fargument de Fun des termes du second niembre etait le 
xH^me que celui d’un des Leimes de ce que nous appelions dans le 
Chapitre pi^cddent ^3 ou ^4, e’est-a-due 

Ti-h(^A 4- ijT 

Or cela est impossible, puisque nos seconds membres sont indd- 
pendants de 'Zi et 


366 Pdssons mamlcnanl au second cas 
2^ a est diMSible pai E>, mais pa« pai Ej 

Alois nos fonclions dcpendiont de tx’, (c’est-a~dire de t>), mais 
pas de U’o (c’est-a-dire de T|), et Fequation (8) s’denra 


(8 bis) 






Comme le second membie ne doil pas avoir de Lcrme constant, et 
que ^ n’en a pas, oH ne seia autie chose que le terme constant 
de G, SH etant ainsi connu, les equations (12) donnent 


dm 

d^^ 




d 8v2 




d(j 


Or ^ ne depend que de 
on a done 


8Bi = o. 


n’lntervient pas et v, 
d^ _ d^ _ ^ 


est constant, 


d’ou 




dBU 



4- SB 


^ . yo-^ 2 . 


Nous prendrons 0B2 arbilraiiement (en le prenant toutefois nul si 
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les exposants q de la caracteristique ne sont pas tons pairs). Tout 
sera connu, sauf nous en tirerons done cette quantile eL par 
consequent 


0V2: 


E9 


^2 — ^^2 


puisque Svo est homogene d’ordre — 2 eii E2. 

Connaissant 0V2 = S/Z4 , nous connattrons le second membre de 
I’equation (8 bu) eL par consequent SS a une constante pres qui 
estnulle, puisque oS est une fonction impaire. 

Cela pose, venons aux equations ( 5 ) ; elles nous donnent 


(16) 


^oS _ 

C^lii 2 


— r — OZ— 0Z.3 oB2-f- 7 U 

dx^ evz^ 


■8Z 


dZ^ 


dzx 

dzc> 


^ di> 


dv 

'HZ' 


Uj t’, Zj sont des fonctions connues, SBo a ete choisi arbitraire- 
ment, on vient de determiner SS; nous pourrons done determiner 
sans integration les deux inconnues restantes 5 s et 5 Z a Paide 
des equations du premier degre (16). Le determinant de ces Equa- 
tions, 

ddL\ dz\ dz\ d'Z\ 

dz:^ d'/Jjj2 dz-^ 


ne peut s annuler, car il se reduit a une constante ; on n’aura done 
pas, pour resoudre les equations (16), a effectuer de division. 

Les equations ( 5 ) nous donnent ensuite 


d^ 

dz-^ 



u 


dv 

HZZ 


ce qui montre que SB, est egal au terine coustanl de V Les 

, . , , , jU dzz 

equations (12) donnent 


d oH d 8v2 
dm ~ “ dm 


■oB 


dv 

dm 


“ dm Ad ^ dm 


Tout etant connu except^ SB, cela determine SB. 

Venons enfin aux equations (i 5 ). Dans ces equations, n’inter- 

venant pas, tout se passe comme si Sc etait nul ; S,g = ^ est connu ■ 
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on vient done de deteimmei 3S etSB, tout est done connu, sauf 

8r, 87, 8X, 8Y 

Ces quantiles se d^termmeront done faeileinent par I’lntegration 
des equations (i5), on ddmontieiait eomme an nuin^ro preeedent 
qu’il ne pent pas s’lntroduire de termes seeulaires 


367 Passons au tioisieme eas 

3" UL est divisible par E^ et par £> On peut alois eviter une inte- 
gration 

Les equations (5) nous donnent 
d 8S _ 


car :C(,) Xo) '“e dependeat pas de E, , si alors SS et v sonl 

homogenes de degres cl A en E,, on en tire 


oS — AwPj 


ce qui ddleimine SS 
On a ensuite 


(iEj rflij 


cisi dv 


d-Ci d'Zi dz2 ^ 

ce qui determine Su el 5Z, la constante oBa pomant 4tre choisie 
arbitiairement Puis 

ce qui monlie que SB, et SB, sont egaux aui termes constants de 


II resle a determiner SB el S^, d’ou ddpend ov^ , pom cela nous 
nous seiviions des equations ( 12 ), qui nous donnent 


^8H 

flftCl 
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Dans le coefficient de SB, nous poiivons remplacer les v par leurs 
valeurs approcliees, v = — /lo, Vi = CoV, dans ces condi- 

tions, les V ne dependent pas de et il reste 


6H d 0V2 
et Ton aurait de inline 




et Ton en deduit 




d Sv.2 
~d^ 




dq 


qi oH — ^V2 

S'., SH =B2(gr2— 2)5v2-h^/t'Q^, 

q elant suppose homogene de degres k et /r' tant en E, qu’en Ea- 
De ces deux equations on tirerait SH et ova (d’ou 5 ^). 

^ Le precede deviendrait illusoire pour q., = o, mais dans ce cas 
1 argument 1:2 et par consequent Svo n’interviennent pas. 

On trouve ensuite 


^ ^ d 0V2 

dm “■ ‘~dm 


SB 


d'i 

dm 


■I 


8B; 


Q?v/ 

dm 



dq 
dm ’ 


d’ou I’on tire SB. 

On ddterminera enfin 3 ^, Sj, 3 X, SY par le inojen des equa- 
tions (id); dan^ les seconds membres tout est connu, a Fexception 
de la constante 3 c. Ou disposera de cette constante de facon a faire 
disparaitre les termes seculaires, qui cette fois ne son't pas nuls 

d eux-mdmes. La determination de toutes nos inconnues est done 
achevee. 


. 68. Cette methode a lite exposee, mais sous une forme et avec 
des notations differentes, dans le Tome XVII du Bulletin nstrono- 
mique, p. 87 et ,67. Quand on veut Fexpression analytique des 
coefficients, elle presente Favantage derendreplusrapide le travail 
de substitution (puisqiFon n’a qu’a faire les substitutions dans ffi' 
an hen de les faire dans les trois derivees de cette fonction) cU 
amener a integration d’un systeme du deuxieme ordre au lieu 
du quatrieme. Elle est susceptible de plusieurs variantes • 
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i‘» jNoiib pouvons omployci un aitifice analogue a celui des 
327 el 317, en envisdgeant un piobleme plus general que le 
probleine piopose Nous avons 


4>' = 


) 


nii -{- in-t 






• /2]e, 


le deiniei Leime — leprcsenlanl I’ensemble des tennes conte 
nant en facte ui cf ou E 3 Pienons la loiinule plus generale 

=— ? -1- n^^XjK-Yir) 

_ _ 3A^ -/He. 

4 4 


qiii se leduiL a la 
pos^ 


premiere pour Ii = 

h =- mv 


A.U n“ 347, nous aNons 


nous poserons cette fois, ce qui levient au m^nie, 

7i2 =;?!/, h = ^niJ 

Nous ai^pliqueions ensuite la mtthode en d^veloppant, non plus 
seulemenl suivant les puissances de a et des E, mais suiiant celles 
de P, de a el des E, de lelle facon que 7 „, par es-emple, represente 
I’enseinble des teiines inddpendants de a, des E et de P Le 
nombre des leimes a calculei se trouie un peu augment^, en 
revanche, a;,, j X„, Y„, 5 ,, Z, se reduisent a un seul terme eu 

COST, SlUT, COST> OU SlUTj 

2 “ On pourrait, au contrail e, aclievei d aboid le developpement 
pai rapport a » en legardant les E comine nuls, puis developper 
ensuite pai lappoit auv E, en legardant par etemple comine 
I’ensemble des tennes de degi 6 iiio par rappoil aux E seulement, 
mais de degid quelconqiie par rapport a a Ou bien developper 
d’aboid pai lappoil a E, et Ej, et ensuite pai rapport a aetE, 
Cela entiaine dans la methode quclques petites modifications sur 
lesquelles nous n’lnsisteions pas 

3" Au beu de piendie les c ooidonnees rectangulaiies x,y, r et 
leuis vaiiables conjuguees X, Y, Z, on peut prendre les cooidon 
nees polaires el leurs variables conjuguees La methode fondee 
umquement sui les piopiietes des equations canoniques restera 
applicable, sauf quelques modifications de detail 
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Thi!:oremes d’Adams. 
369. Reprenoiis reqiiation du 362, 

dt 


on cette fois^^X signifie xlLy-yY -+- zZ. Posons 


V=Q"-^^; 


il viendra 

dt i2d dt lA^^dt 

H. 

Mais 

j 

d^[ 


dt u!X a!X ’ dt 'd^^~ 

dx 

Done 

dt ^ ^ ^ dx 2^ dx 

-H. 

Soit 



J, 

II 

H 



oa- representant I’ensemble des terines bomogenes de degr6 k en 

x,y, z, X, Y, Z; on aura, en vertu du theoreme des fonctions 
homogenes, 


2* S -2^ 


d’ou 


— = 
dt 



o/c~~E, 


V 4tant nne fonction periodique, H ne sera autre chose que le 
terme constant de ~ 

Mais, si I’on neglige la parallaxe, on a 

^ ~+n,iXr-Yx)~nl P,AC^(^y 

(cf. n“ 31S). 

Tons les termes sont homogtees de degrg 2, sauf le terme en 
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qui est de degi^ — i Done 

V' / k\ Z mi 

DonCj SL la pai allaxe est nidie^ H tiest autre chose que le 
teime constant de p au factew constant pih 

-(mi+m,) 

370 Cela pos 6 , prenons r^qualion ( 9 ) du 11 ° 363, 

Comme v et Vj ne ddpendenl ni de E, m de E,, elle nous donne 

dvi ~ dvy ^ dv 


(17) 

d’ou 

(18) 
Soil 


dH 

dE 


] dH B fifvi d-h rfv 

( dE\ = ®‘ dEl + -2d^ SE/ 


H = Iln ■+■ Ho -h Hi -+- 


Hft represenlant I’ensemble des lermes de degr 4 k par rapport k E, 
et Ei, et de degre quelconque en a et E3 Le theoieme des fonc- 
lions homogenes nous donne 

Done 2H» reprdsente I’ensemble des termes de degid 2 dans le 
second me'mbie de (18) Or B, et B3 sont divisibles respectivement 

par E 5 et E* , d’aulre pai t, E, + E* ^ s’annule avec E, et E. 

Done les termes du second degid sontnuls, done 

Hj=o 

Done les coefficients de E\ et de E» sont nuls quels que soient 


J 



t 12 


GHAPITRE XXIX — SECONDE MEIHODE 


a el E3 dans le ddveloppement de H, ils soul done nuls, si a = o 
et quel que soil E3 dans le d^veloppementdu terme constant de j 


371 Soil mamtenant 


Ei, = aE\ EJ -hcEJ 

Soient 

vi = Xi-H* [AiEJ 4- p-i E| 4 - , 

Va = Xj 4 - E^ -h E] -h , 
Bi=pEj4- , Bj=yE14- 


les premiers termes des d^veloppements de v^, V2, y suivant les 
puissances de E| et de Ej, ces coetficients a, 6, c, X, [jl, p, y sont 
eux-m^mes des fonctions de Ej ou de a, on de Ej seulement si nous 
supposons a = o 

Les Equations (17) nous donnent alors 


4 A E^ 4 - f ^ Ej E® 4- =2 E^ 4“ 2 Y(Jij Ej E| 4 - 1 

4 ^ E] E 2 4“ 4^ = 2 E J Ej 4“ 2 y (Xj E| 4“ » 

d’o^i 

2a=pfxi, 26 = Pfx'i = Yfxj, ac=^|i'^, 

ou 

a ^ ^ 


C’est Ik une relation entre les coefficients du d^veloppement 
de V4 et de vj, et par consequent de 0 et de d’une part, et ceux du 
developpement de H, et par consequent (en supposant a = o) du 

terme constant de - 
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372 Pour etudier I’aclion d’une planete tioublante sur le s%s- 
l^me foim^ par le Soleil el une planete troiiblee, on commence 
pai loimcr les Equations da inouvement de ce sjbt^me coiniiie si 
la planete Lioublanle n’existait pas Ce moavement est alorb kepie- 
iien cl, en seconde appioximatioo, od etudie les peiiuibatiori'* 
de cc inouvement k^pldnen pai la planete troublante, pom cela 
on applique la mdthode de la vaiiation des constantes 

Nous opci cions absolument de la m6me maniere pour etudiei le 
inouvement du syst^me quadiuple foim6 pai le Soleil, la lene 
la Lune ot une planete Comme piemiere appioximation, nous 
intcgi cions Ics equations dii mouvement du systeme tuple Soleil, 
Teiie, Lune, e’est ce que nous avons fait dans les CliapiUes pie- 
oddents, nous avons obtenu ainsi les cooidonnees des trois astres 
de cc sysleme cn fonction du temps et d’un certain nombie de 
consLantes irintcgialionC Nous devons ensmte ctudierles pertur- 
bations dc cc mouvement par la planete, c’est-a-dire ddtermmei les 
pctites vaiialions des consLantes C dues a Paction de cette planete 
Cette fdcon d’appliquei la methode de la variation des consLantes 
a did pioposee el mise en ceuvre par M Newcomb 

Repienons les notations des n°® 42 (t I, Cbap 11 ) el 312 
(Chap XXIV) Soient 

A la Lune, 

B Ic Soleil, 

C la Teirc, 

P la plancae, 

D le centie de gravitd du systeme Teire, Lune, 

G celui du systeme Terre, Lune, Soleil 

u - II C-*) 


s 
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ll4 


Soieiit 



^ 1 , 

X2, 

a?3, 

771j = 7712 = 7713 1 


^01 


7714 = 7715 = 7726 

J?7, 

Xs, 


=772^= 7729 

^10> 

Xii, 

a?i2, 

77ljo= 77lii= 77212 


Soienl 


a?!, 


a?8 > 



< 

^'iO^ 

^11 1 

a?is 

m\ 

= 772 2 

= Tn'j 

77 ? 4 

== 7725 

= m'e 

77l'io 

= TTt'ii 

= 772i 


dxi 


a ?3 les trois projections de AG , 

» BD , 

» BG, 

m\ m-i 

7711 -H m7 ^ 

m{) 

nXx -f- 7?l4 -H /7l7 ^ 
mi 0 ( /ni -I- 7714 4" />t7 ) 
7ni-H 7717 H- /7?10 ^ 


7i'- 


dt 


Soient 


T^iV^ zrzl'S^ 

2 ^ 77i 2 ^ 77l' 


Pdnergie cin^tique et 

,, /mini!, 77?i 7?27 77i4m7\ f ryiittmi ^ 


PB 


B, 

C, 

P; 


TnioTTlft. TTlio 


PC 


r^nergie polentielle, F = T + U Pdnergie totale, nous aurons les 
Equations canoniques 

c/f dy^i dt dx\ 


Nous diviserons T et U en plusietirs parties, nous poserons 

T =TiH-T2-HT3, 

U = Ui “ 4 “ U2“H U3 -h U4 -+- IJ5 ■+“ U3, 
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Il5 



(l — I, 2, 3 ), 


(i = 4, 5, 6), 


(i = 10 , n, 12 ), 

mi 7727 TT.— 

7724(7721 -h m^) 

AG ’ 

BD ’ 

Us= 

-t- W4m7(^gg — 

mto(z72i 7714+ 7717 ) 

U,- pQ ’ 

/I r ^ 

U5= Z7l4 77lio 

1 772io( TTlt -f- 7727 ) ^pQ. 

/I I ' 

Ue = 772i 77lio ( pj^ 

) ( PD ■“ Pc) 


Oa voitque T, et U, dependent seulement des coordonn^es de 
la Lune (et des coirespondanis), Ta et des coordonndes du 
Soleil, T, et U 4 de celles de la planete, Uj de celles de la Lune et 
du Soled, Us, de celles de la planete et du Soled, et enfin Uj de 
celles de la Lune du Soled el de la planete 

373 11 faut inamtenant voir quel est I’ordre de grandeur de ces 
differentes quantiles Je supposeiai que Ton ait pus une unil^ de 
longueur de I’ordre de BD, de telle soile que AC soil de I’ordre 
de la paiallaxe a, ce que j’^ciiiai 

BD ro I, AG a , 

je piendiai de m4me une uml<5 de masse de I’ordre de la masse 
du Soleil de soiLe que 

nii^ I 

Pour les plan^Les mfeiieures, on aura 

niio PD ^ I 

Pom les glosses planetes sera beauco up plus grand qne z?!? ? 



GH4PITBE X.\\ 


1 16 

mais en levanche PA, PB, PC seront beaucoup plus grands que i 7 
et cela fera une sorte de compensation, nous admettroiis doixc 
dans to us les cas 

T>%\q 7 ?l 7 , PD ^ I 


Nous trouvons ainsi 

rr TT 

1 1 /NJ Ul J 

a 

7727 , 

a-772i, 

T 3 ^ 1 ) 4 ^ 7727, 

U6^ 772f, 772 1 7727 

Nous poserons maintenant 

F=:F'- 4 -F", 

F;= T 5 4 -T 3 H-U 2 -hU 4 , F'=F' 4 -U 5 , 

F^ = ToH-T 3 -HU 2 -hU 4 +U 5 , 

F" = Ti 4- Ui H- U 3 , F" = F; 4- Ue 


Nous observons 


Que F' ne depend pas des coordonneeb de laLune , 

2 ° Que U 3 et Uc sont ndgligeables devant F' , 

3° Que Ti et Ui ne dependent que des coordonnees de la Luiie . 


II en r^sulie qu’en ce qui conceine les coordonnees du Soleil el 
de laplanete, nous pouvons nous contenter des Equations 


(I) 


__ ^ 

dt ”” 


dt ”” dx’i 


(2 = 4, 3 , 6 , 10, n, 12) 


Pour la determination des coordonnees de la Lune, nos equa- 
tions se reduisent a 


(^) 


dx‘i _ d¥ dy\ 

dt ~ dy^ ^ dt 


dF" 

dx'i 


{1 = 1, 2, 3 ) 


374 En premiere approximation, nous negligerons U 5 devaril 
F^^j, et Uc devant Fq Dans ces conditions, nos equations se reduisenl 
a 


(1 bis) 

dx[ 

dt 

rfF' 

“ dy/ 

dy\ 

dt 

I 

II 

(2 bis) 

dx\ 

dp\ 

dy’i 


'~di 

~ dy’ 

dt 

dx[ 


(2 = 4, 5 , 6 , 10, 11, 12), 
( 2 = I, 2, 3 ) 
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Oj. on voit quo FJ, se compose de deui paities, Tune dependant 
seulcmcnl des coordonnces du Soleil et I’dutre de celles de la 
plancle, el qneF'J, n’cst aulre chose que la fonction nj',0, dun“312 
(Chap XXIV) D’oii cclte consequence que, si I’on se borne an"? 
eqiialions(i bis) ci (a Ic mouvementdu Soleil B par rappoit 
au point D el cclui de la planctc P pai lappoil au point G sent des 
mouvemenls kcplcriens 

D’auUe pail, le inouvcmenl de la Lune par lapporl a la Tene 
esl celui qiii a eld euidic dans les Chapitres XXV li XXIX Nous 
supposerons done qu’on a coinplelement deteiminecemomement 
en appliquant Ics pioccdds exposes dans ces Chapitres 
Les quanliies 

a-',, y, (1 = 4,5,6,10,11,12) 


s’expiimcionl done cn lonclions du temps et des douze elements 
(canoniqucs ou cllipt.qucs, cf n“ 58) de loihile de B autoui 
de D el dc celle de P auloui de G, ou bien, si Ton piefere, en 
fonctions des deux longitudes inojennes de B dans son mouve- 
ment ktpleiien auloui de D el de P dans son mou\ ement kepld- 
ricn aulour de G, cl des dix auties elements (canoniques ou ellip- 
tiqucs) des deu^ oibilcb 
Les quaiiULt's 

ri, Yi = 


pouiionl s’expimiei cn foncUons du temps, des six elements de 
Toibite plhplique dc B auloui de D et de six aulies constantes 
d'iniegialion, ou bien eneoie en foncUons i" de la longitude 
moyennedu Soled, c’est-i-diie de I’argumenlT,, A“des cinqautres 
clemcnls de I’oihilc elhpUque du Soled, 3“ des tro.s argu- 
ments X., x„ 4" des tiois constantes E., E. m ^ 

foncUons quelconqucs de ces irois constantes et es cinq 
de I’oibile solan c j 


375 Vmsi nos 18 vaiiables x;,/. se tiouvenlexprimees enfonc- 

uons dc 5 aigumenls iaiianlpioportionnellementautemps,quisont 

les deux longitudes moyennes de B et deP, et les Uois arguments , 
x„ x„ et de i3 constantes d’mlegialion 

Quand on a inldgid les equations (i bis) et {6 Ois), on 
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les relations qui relient les i8 wiables, ces 5 arguments et 
ces 1 3 constantes. 

Supposons maintenant que nous poussions plus loin Tapproxi- 
mation et que nous revenions aux equations (i) et (2). Nous 
pourrons alors definir 18 variables nouvelles qui sei'aient liees 
aux 18 variables anciennes ety' par les memes relations que 
I’etaient nos 5 arguments et nos i 3 constantes qiiand nous nous 
contentions des equations (i bis) et (2 bis). Ces 18 variables 
pourront etre regardees comme les elements osculateiirs des 
Iroisorbites deB autour de D, de Pautour doG, de Aautour de C. 
Seulement ces elements osculateiirs ne seront plus, les uns des 
fonctions lineaires du temps, les autres des constantes; tout ceque 
nous pouvons dire, c’est qu’a cause de la petitesse des termes 
complementaires U5 et Uo, les uns varieront a pea pres proper- 
lionnellement au temps, et les autres tres lentement. 

Operant tout a fait comme au n® 79 (t. I, Chap. IV), nous allons 
faire un cliangement de variables en prenant pour variables nou- 
velles ces 18 elements osculateurs; mais, pour rapplication de la 
methode de Lagrange, il convient de clioisir ces variables (que 
nous n’avons pas encore completement definies) de telle fa^on que 
la forme canonique des Equations ne soit pas alteree. 


1° Pour les 6 elements du Soleil, 
canoniques 


L, 




nous choisirons les elements 




•definis au n° S8. La longitude mojenne \ n’est autre chose que 
notre argument Tg; d’ailleurs sera de I’ordre de Eg, et 

pourrait jouer le m^me role que Eg dans I’analjse des Chapitres 
precedents. Dans ces conditions, 

< 3 ) 

•est line differentielle exacte, ce qui est la condition pour que les 
equations conservent la forme canonique. 

2° Pour les 6 elements de la planete, nous choisirons egalement 
les elements canoniques 

^2) ^'>1 ”5^1, y \ 2 , 

du n*' S8. Mais d’ailleurs ces elements nejoueront auciin role dans 
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[’analyse qui va sui-vie, et en ce qui les concerne, les 6quaUons(i) 
nous donneraient simplement les pertuibations du mouvement de 
la planele par le systeme Terre-Lune supposd r^duit k un point 
math^matique, ces perluibalions ont ete determindes dans le 

Tome I j 1 a 

3<> Pour les 6 elements de la Lune, nous prendrons les d argu- 
ments T, T, , Ts et les d consumes B, B, , B, du Chapitre pr6c4dent 
Si nous rapprochons les foi mules 

^ic'aty"=2a:dXH-(Xy — 

w = (Vj = X3, y'i = 

iiX — d'a’ B dx— Es<t> rftj, 
df- dQ!'=^k!dw — 

des n« 318, 320 (Chap XXIV) et 360 (Chap XXIX), nous 
polurons eciire 

W, dO'^y <dy‘,-'^ m\ B. m\ E, ^ d-z^ - Ya?) d^, 

Tonies ces formules supposenl que les elements du Soleil, et en 

parliculier Ej sonlregardds comme des constantes Si nous sup- 

posons de plus dz3= o, nous veiions que I’eipiesbion 
( 4 ) a^'i dy'i -t- rf/j 4- ztr'3 dy,-m’t(Bdr-hBtdxi + Bi dx,) 

est une diffeieniielle exacte, en supposant que les six dl^ments 
solaires (en y comprenant E, et t,) soient regardes comme des 
consLantes 

11 vaudra mieux d’ailleurs dcrue la relation pi<5cddente sous la 
forme suivante (en divisant par m',), 

dQ" =^a;' a!/'— ^B E,4> dxj— (Xy— Ya?) ^t,, 

ou, mieux encore, nous remarquerons que ne joue pas le mfime 
rdle que les aulies arguments t: et nous mettrons en Evidence le 
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teime en rfwj en posant 

d'z = Ti d"^ Bi d'Zi + B2 d%^ 

€t en ecrivant pai consequent dans les formules piecedentes 

B drz -I- B3 dz^ 

axi Iteu de^Bg/Ty ce qui donne 

C?Q" :='^x'dy-'^^d'Z — YX) 

Nous rappellerons ensuite la formula 

d)/ 

^ =K + E3<^ 

712 

dll n^* 360, et nous poserons 

B3= — _K 

TVT 

Nous aurons alors 

Til 

cette formula supposa qua tous las 41emaiils solaires, sauf tj, sont 
das constautas Sj nous regardons da plus t, comma una Constanta, 
nous aurons 1’ expression 

(4S«) dy dx, 

qui sera une difF^rentielle exacte 

376 Nous n’avons pas a ravemr sur ce quj concerne les 4qua- 
Uons ( 1 ) On Integra d’abord les equations approchdes (i bis), qui 
ddfimssent la mouvement keplerien de la planete par rapport au 
par rapport au point D, on en ddduira I’m- 
t grale das dquations exactes (i) park methode de la variation das 
constantes Ce n’est pas autre chose qua I’dtude das perturbations 
mutiielles de la plaudte et du systeme Terre-Luiie (suppose con- 
centre an son centre de gravitd D), dtude qui a eta faite complete- 
ment dans la Tome 1. Passons done aux equations ( 2 ), qua nous 
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Neurons 

( 6 ) 


fT* 

dv', _ 

dt~ dft ’ dt dx\ 


Noub dllons piendie pour vaiiables nouvelles les ^ 16 inents 
canoniqucs solaiies et les six vaiiablcs Ti, tjj Bj B), Bj Les 
cooidonnd^esa^Slesy' etii" vont 6 lie desfoncUons de cessixvaua- 
blcs T et B, de etdes cmq auties 6 l 6 inents solaiies que j’appel- 
leiailcsyj 

La foimiile ( 5 ) suppose que ces '(, sout coastants, si on les 
regaide commevaiiables, cette foimule doit 6 tie compjade et I’on 
doit 6 cnre 

(jfns) ^Brf-C— (G — «t>i)— * -i-^Tidf,, 


cn posant 


I\ = 



d)" 

d'fi 


Poui saioii ce que vonl devenii les Equations ( 6 ) par ce chan- 
geinent de vaiiables, il faut se lepoilei au ih^oieme du n 12 
Dans ce nuin^io on envisage un sjstcme d’^quations canoniques 
ouF depend explicitemcnt du temps, on fait un changeinent de 
variables, les vaiiables noiivelles z' el )'' elauL fouclions des va- 
iiables ancicnnes z etj' el du temps t On suppose que 




soil unc difierentielle cxactc, en siipposant dt — o, et quo 


— ^zdj —Wdt 

soil une dill 4 ienlielle exacle pom dt ^o, dans ce cas les Equations 
conservenl la loiine canonique, mais , 1 a fonction F doit 4 tre rem- 
plac^e par F — W 

Nous pouvons appliquoi ici cc ihdoieine, car, les Equations (i) 
^tant inlegrdcs, les eliinents yt cl t, peuvent 6 trc regardi?s comme 
des fonctions connues du temps Nous pouvons done eciire 

dO! =^a;'dy — 2 ® dz dt. 


(5 tet ) 
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en posant 




-2^. 


d^[t 

dt 


et les equations (6) deviendront 

/ \ ^ — ^*^2 d’z __ 

~di~‘ dt' 'di~''^~d^' 

en posant 

p// 

<!>>= — r — W 
nx\ 

11 est bon de remarquer que cette analyse ne suppose nullemenl 
qu’on ait choisi pour les les elements canoniques du Soleii, 
qu’on peut tout aussi bien choisir des fonctions quelconques de 
ces SIX dldments canoniques et en particulier les Elements ellip- 
tiques 


377 Nous devons parmi les ^Idmenls solaires faire une distinc- 
tion, les coordonn^es telles qu’elles ont ete calcul(5es 

dans les Chapitres prdc^dents, dependent de t-j, anomalie moyenne 
du Soleil, amsi que de rexcentncit^ solaire Ej, et du grand axe 
de I’orbile solaire inversement proportionnel a la paralLixe a 
Ellei, ne dependent pas des trois autres ^l^naents qui sont la longi- 
tude du penh^lie terrestre et les angles qui d^finissent Tonenta- 
tion de I’^cliplique mobile par rapport aux axes fixes 11 en est de 
meme de X, Y, Z et ces fonctions sont ^galement indepen- 
dantes deces trois derniers ^Uments, que j’appellerai les 
d' orientation 

Nous avons ecnt plus haul 

+ (X^- Yar) 

mais en supposant = o En regardant les comme des variables 
il convient d’dcrire 


d’ou 


2®' dy = '^x dX-h(Xy- Yw) rfy,. 
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Si yi est un ^l^inent d’orieriLation, on aura 
diY _ ^ 


■et par consequent 


dO!' ^ d\. 


— ALt = — At 


Qu’est-ce maintenant que Aj‘>* Si les trois ^l^ments d orienta- 
tion y,, Y2, Yj subissent trois accioissemenls d’y,, dfi, rfyj, tout 
se passera comme si les axes mobiles des r, y, s subissaient trois 
rotations infimment petiles, par lapport aux axes fixes des x^, x„ 
x' Si Ton s’ariange pour que les axes mobiles coincident a 1 en- 
gine des temps avec les axes fixes, ces liois rotations s’opdreront 
autour des trois axes et I’on aura 


a.=2 

As =2 
As = 2 


d'li 

I 

^ d'it 
a'^ 

d;. 



= \z - ly, 
= Zr — X.S, 


378 Si nous supposons que la masse ntio soil nulle, les y, se 
r^duisent a des constanles amsi que el Ton a 

^_o ?^=/is, W=<l>i-G- 

It ~ ' dt 


On a d’aulre part 

F'’= FS=Ti-H Ui-hU,= 


d’ou finalement 


<I'i = rT 


G esl fonclion siinplement des B et des y„ les dqualions canoniques 
se r^duisent a 


dt ” di 


dxi 

dt 


dG 


Vz 


d\\ 


Nous pourions done ^criie 

— dG = V <JB -t- 'll dBi-l- Vs dBi 
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en regardant les y comme des constantes. Si nous rapproclio*^^ 
la forniule dii n" 363 


nous en tirerons 


— B cb^ H— Bi dbii -f- Bg ^^V|2j 


H — G = Bv -f- BjVi + Bg V 2 , 


plus une ionction arbitraii'e des y/ que nous pouvons supp^^ 
nulle. Nous aurions pu deduire celte meme formule de 1^- 
mule ( 9 ) du n" 363 qul peut s’ecidre 

H = Bv -1- BjVi- 4 - BoV-i-f- B3V3-4- Kv;j 
et de la definition de G au n“ 375 qui peut s’ecrire 

G = KV3. 

379. Supposons maintenant que ne soil pas nul; alox'S - 

ne sera plus mil, mais tres petit; ^ ne sera plus egal a une 00 
stante, mais nous pourrons poser 

I (i- . j 

"“tT — I -+- S, 

^2 at ’ 

£ etanl tres petit. Nous aurons d’autre part 


d’ou enfin 


<*>2 = G- 


F"= Ue, 


Nous pouvons poser encore 

G = Go oG, 

Go etant ce que devient G quand on y remplace les y/ par ie 
valeui's initiales et etant, en consequence, fonclion seulement cl< 
et Bo, et SG etant tres petit, puis ecrire 

/n'l " ‘ ^ ^'■dt 

d ou 

4>2=G-t-R, 

ce qui nous donne finalement les equations 

( 8 > ^ _ dQ, 

dt d-.’ dt~ dB~'M' 



A( TION DLS PI iNhTES 


ip5 

R etant Lres petit, nous pouvons dans les denvees de R remplacei 
les variables par leurs valeurs approchdes, El et ses d6rivees pour- 
ront alois ^tie regaidees comme des lonctions connues du temps 
Ce seront des fonctions peiiodiques par rapport aux cinq argu- 
ments 

'Cj 'Cli 'C2, Ta, Tfc, 

etant I’anomalie moyenne de la planete, lesquels arguments, re- 
duits d leuis valeurs approchees, sent des fonctions lineaires du 
temps IjCs ddiivc^cs de R se pr^senteiont done sous la forme 

2A.cos(a«-i-p), 

les A, les <y el les P (Slanl des constantes 

On aura alois les B par de simples quadiatures, les B £tant de- 
teimmds ellcs y I’ayant pi^alablement It 1 aide des Equations (i), 
il en sera de mfiine des dci iv^cs qui ne dependent que des B et 
des Y, on poiiiia asoii les t pai quadialuie Cesl absolument ce 
que nous a\ons fait dans les Cbapities 1 \ et \ 

380 11 y a iin(‘ aulie maniti e de compiendre I’application de la 

mclliude de la vaiialion <lcs constantes Si mu etait nul, nous 
aurions cei lames lelaUons entie nos variables (i = i,2, d), 

les dldinenls lunaiies B et t el les dements solaires ts et Yd soient 

( 9 ) 

ces iclalions Si m.o n’esl pas nul, de soite que les eldments de 
I’oibile solaiie soienl variables, nous pousons conserier les rela- 
tions (9) coinmc ddfiniuons des dldments osculateurs B et v, c esl 
ce que nous avons fail jusqu’ici, mais on pent aussi opdrerautre- 

ment 

Soient y" les valeuis iniliales des Yi, soil 

T» = ftj t 4- So 

et So dtanl les valeurs miliales de n, et de remplagons alois 
les equations (9) pat les suivanles 


(9 
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Ges SIX Equations (9 bii>) defiiuiont les six Elements oscula- 
teurs B, Bjj t, Tj Les B et les t definis par les equa- 
tions (9 bis) ne sont pas les m^mes que les B et les t d^finis par 
les Equations (9), mais ils en different fort peu 

Remarquons que, les y®, /i>, So ^tant des consLantes, les ^l^ments. 
solaires variables n^mterviennenl pas dans la nouvelle definition, 
Que devient I’equation (5 bis) 


On doit y remplacer les y,, et Tj par y®, ra* et , on a alors 

d(t=o. 


^-dt 

—o' — 


puisque les et Sq sont des constantes, et il reste 


dCf df dx ^ {O,- <I> 5 ) dt 


De plus, coinme depend des constantes solaires, il faut rein- 
placer ^4 (qui est une fonction des x\ des y', de T3 et des y,) par 
ce que devient cette fonction quand on y remplace yt et T3 par yj^ 
et ttJ , je designe par le resullat de cette substitution, d’ou 

W = - Go 


Nous aurons alors les equations 


(7 bis) 


dB _ dx ^ 

dt ~~ dx ^ dt rfB 


en posant 


d’ou ^ 




Ue 




4>j=Go+R, R= 


Hemarquons que Go ne depend que des B Nousretombons done 
sur des equations de la forme (8) qui se traitentde la m^me fa^on 
M Newcomb {Investigation of in^quaLities in the motion of 
the Moon produced by the action of the planets, Washington, 
Cainegie Institution, juin 1907) emploie un proeddd mixte, il 
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emploie, cn effel, le pioc6d4 du n« 379 poiir les dl^menls d’orien- 
lation et celui du n® 380 pour les autres elemenls 

381 Ell gtoeial, les termes piovenaat de I’action des planStes 
sont fort penis et ne devienncnl sensibles quepar VelFet des pelits 
diviseurs si la penode esl tr^s longue Ils ne seronl le plus souvent 
appr^ciables que dans le cas d’une double inldgraUon, qiu intro- 
duil au denommateui le carr6 du pelil diviseur Nous aurons done 
la pailie la plus importanle d’un tenne k longue penode en nous 
bornant k I’lnl^giation des equations suiv antes 

~dt ““ dt rfB 


Nous n^gligeons ainsi dans le second membre de la seconde ^qua-- 
lion le terme — ^ qui ne subirait qu’une simple mldgration Si 

nous appelons SB, If, St les indgalit^s dues k un terme donnk SR 
de la loncuon perturbatrice, et si g cst ce que devient G quand on 
y 1 emplace les B et les y leurs valeurs miliales, nous pourrons 

encore dcriie 


(lo) 


d8B _ rf8R 
~di dt ’ 


d8-c. 

dt ^ 


d*G 
dB, dBn 


sBi-y 


d^G 
^ dBi d-ik 




382 Nous devons distinguer I’acfton ci I’aciion indi~ 

, ecte d’une planete Si I’aclion direcle exislait seule, lout se passe- 
rait comme si, le Soleil B el la planete P assujeltis k ddeme des 
orbiies kdpl^iienncs, I’un autourde D.l’aulre an tour dc G, la Terre 
et la Lune ^laienl soumiscs k 1’alUact.on de ces deun asues mo- 
biles, SI I’action mdii ecte existail seule, lout se passci ail comme 
SI, la planete n’exislant pas, le Solcil B ktail assujem a ddciire, 
par rappoit a D, I’oibile Uoublde due a I’aclion de la plankle 
Dans le cas des ^nations du n“ 380, I’aclion direclc pio- 

vient du leime el I’action indiiecle du icime 4». [dans 
ce cas, dans les ^quaUons (lo), on doit lemplacor G par G* etles 
deiivdes sont nulles, car Gone depend que des BJ 

Dans le ca^du n" 379, on obtiendia Faction diiecte i Faide 
des Equations (8), en regardant les y, comme des constanles 
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et en reduisant Rau terme ~ • On obtiendra Taction indirecte, en 

m[ ’ 

defmissant Jes variations des y/ et de ^ par le moyen des equa- 
tions (i) et en reduisant R aux termes 


(G- 




±( 1 . 

dt 


Lorsque la planete troublante est tres voisine du Soleil, I’acdon 
directe et Taction indirecte sont sensiblement egales etde signes 
contraires. 

En effet, soit G, le centre de gravite de P et B. Dans le cas qui 
nons occape, le point decrira une orbite sensiblement keple- 
rienne an Lour de D, analogue a celle que decrirait le point B si la 
planete n’existait pas, mais dont le grand axe, pour un meme moyen 
mouvement, se troiive multiplie par 



Si a la limite nous negligeons la distance PB, tout se passe pour 
Taction dii'ecte comme si la masse du Soleil etait augmentee 
de en ce qui concerne Taction indirecte, comme si la dis- 

tance BD etait multipliee par 



il y a done compensation en ce qui concerne les inegalites corres- 
pondantes (e’est-a-dire celles qui ne dependent pas de 
Tangle PGiD). 

II y a compensation aussi pour les inegalites proportionnelles a 
la distance PB (et qui contiennent cet angle PGi D comme argu- 
ment), car Tecart BGi multiplie par 7714 est egal a TecartPGi mul- 
tiplie par 772 , 0 . La compensation n’existe plus pour les inegalites 
proportionnelles aux puissances superieures de PB, mais ces ine- 
galites sont beaucoup plus faibles. 

383 . Nous devons distinguer deux sortes d’inegalites planetaires 
periodiques. Celles de la premiere sorte sont celles dont I’argument 
ne depend que de T3 et de T4. Dans ce cas on a, en se reportant 



au:£ (^qiidlions (lo), 
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d’ou 


dz ~ 


8B = 0, 


d 8tj _ G g 

"df ^ d\^id^(k 


Ces megaliths sont done dues presque oxolusivement a I’aclion 
mdiiecte (je veiix dire que les leimes provenanl de Taction indi- 
recte iubissent seals une double intdgiation), ell action diiecteesl 
ndghgeable suitout si la penode est longue 

Les seuls y* dont ddpend G sont E-, et le grand axe solaire a' 
Lc terme enEj est de lieaucoup le plus petit On pent done 6crne 


d 

dt 




dQ 


,8a', 


el comme on a d’autie pait, \ ^lant la longitude solaire, 


dh\ 

dt 



) a 


on voiL que les megaliths or, Stj, Stj sont sensiblement proportion- 
neiles entre elles el a Tin^galit^ solaire L’lnegalite 8 t engendre 
une indgalit^ a longue periodc de la longitude vraie dc la Lune , les 
indgalit^s or, et 8x2 engendrent des ini'‘gaht6s concomilantes a 
coiiTte peiiode de la longitude vraie La prmcipale de ces megaliths 
de la premiere sorte est engendide pai Venus et a pour p^- 
nude St-i — iSts 


384 Les in^galit^s de la seconde soite sont celles dont laign- 
ment depend de t, T^ on celles-la n’esL plus nul An 

contiaire, comme Sy* ne conticnt (|ue dcs lermes ind^pendants 
de r, r, ou r^, on devia lane 3y*= 0 , d’ou 


d Stj 
dt 



d^G 
dB, d\h 


aB4 


Ces megalitcb sont dues suitouL lx I’adion directe Poui les d<5- 

teiiBiiiei, nous ecriions Uo neghgeant la parallaxe sous la 

forme , 

Uo I — 3 cos^PDiV 


m\ mio 


2PD3 


:: AC2, 


P -11(0 


9 
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OU 

^ =— 3D!.Ki>'-+- i 2 ee'+ taCD®'-)- ia66'), 

/W-l L\rlJ^ ' 

OU 

cAj, = -h lib = ay'i® — oc^’} , 

Cjb)=aria?3, 6 = fl?\a?2, 


€t OU oAd', ilb^, 3', (32)', C' sont formas avec les trois projections du 
vecteiir PD, c’est-^-dire avec 


OU 


a7'io-hXi2?4, H-Xitr'e, 

I = 

/n4H- 7?Zi -h m7^ 


comme A, 'lib, G, (D avec 
«siu^ lib^ 

Onvoitque p^g? dependent seulement de T3 et -1:45 

tandis que JU, lib, ne contiennent que des arguments depen- 
dant des coordonn^es lunaires, a savoir (si Ton se borne aux termes 
elliptiques) des arguments de la foime 


2yx2-4-A:Ti pour X, 

2T4-aT;3+ pour lib et 6, 

'c + '^3-1- (27 — i)'U2-i-/tTi pour G et (D 


Les principales in^galites de cette sorte sont celle de Hansen, 
due a Taction directe de Venus, qui a pour argument 

— 18T4 (penode 239 ans) 

1 ' 

provenant dute^meenT^ de et duterme en 16^3 — iStt^ de-p^? 
et celle de Neison, due a Taction directe de Jupiter, qm a poui 
argument 2T-i-2'73 — — 8x4 (periode 87 ans), provenant du 

All ' 

terme en ax-haxs — Xi de lib et C, et du terme en 8x4 de 
p^’ 

Je me bornerai a renvoyei pour plus de details au Memoire cite 
plus haut de M Newcomb, ainsi qu’au Memoire de M Radau 
dans le Tome X.XI des Meinoires de V Obsei ^utoire et au rdsume 
qu cn a fait Tisserand dans le Tome III de sa Mecanique celeste. 
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ACCtXLR^TIONS SbCULAIRES 


38b Poul ^tudier les acc414iations s^culaires, nous devons 
d’aboid nous repoiter a ce que nous avons dil au Chapitie V, 
n® 10b, au sujet dc rmvariabilit6 des giands axes 

Soil plus g^neialeinent un systeme d’dquations canomques 


(n 


^ dyi _ 

dt ~~ dyi dl dxi 


F = Fq “H p- 


p (llant ti^s petil Je distinguerai deux sortes de variables ar„ que 
j’appellerai les x\ et les x'[ , je designerai de mime par_y , fXy , les 
variables oon]ugu4es des x\ el des x\ 

Je supposerai que Fo ddpend seulemenl des a?' et est indlpen- 
danl des a/', des y et des y" , quant a R, il dipend des quatie 
soites de vaiiables, mais il est peiiodique pai rapport aux y et 
aux y Nous supposeions en outie que R depend directement du 
temps, plus pilcisdmenl, nous supposeions que R est pdnodique 
pai lapport aux y, aux y el a un ceitain nombie d arguments U’ 
qui sont des foncLions linean es connues du temps 
En piemieic appioxiraation, on a 


dr' ciFo do^ _ dFo _ . 

dt ~ dy' dt dy" 

t' = const , cc" = const , y = const , 




dt 

dt 


dx'^ 


= 0 , 


.^=const 


Pour la seconde appioximation, nous remplacerons dans les 
dernees de R les \auables pai les valcurs apptoclides que nous 
venons de tiouvei et nous aiuons 

dt' atR 
rfF ~ dy'^ 
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el le second membre se presentera sous la forme d’une sene trigo- 
nom^trique. 

En efiet, R est une fonction p^riodique des y', des ^ et des w , 
les w sont des fonctions lin^aires connues du temps, il en est de 
m^me des premieres valeurs approchees des quant a celles 
ce sont des constantes 

Si nous supposons quM n’y a entre les et les (c’est- 
a-dire entre les moyens mouvements) aucune relation lineaire a 
coefficients entiers, les variations s^culaires ne pourraient pro- 
venir que de ceux des termes de cette s^rie trigonom^tnque qui 
sont ind^pendants k la fois des y et des pp Or tons ces tei mes 
dispa/ aissent quand on dijfferentie R par rappoi t d y\ Done 
il n’y a pas de termes s^culaires dans les x\ 

C’est la la generalisation du theoreme sur I’lnvariabilite des 
grands axes 

Appliquons-le aux Equations (8) du Chapitre precedent G va 
jouer le r6le de Fo, R celui de pE, les B celui des x\ les t celui 
des et enfin T3 et celui des nous n’aurons pas de variables 
analogues aux et aux y\ tandis que dans les equations (5 bis) 
du n** 93 , Chapitre IV, les L, les X, les p et les o) jouaient res- 
pectivement le role des ^ des/', des et des/", en premiere ap- 
proximation on a 

n = const , -T* = 7TZ == const 

^ dt dS 


En deuxieme approximation on a 


Dan^ le second membre on remplace les B, les y par leurs valeurs 
approchees qui sont des constantes, les t, T3 el T4 par leurs valeurs 
approchees qui sont des fonctions Imeaires du temps 

On obtient ainsi une sene trigonometrique Les teimes de cette 
sene qui sont independants a la fois des t, de ^3 et de T4, et d’oti il 
pourrait resulter des variations seculaires, disparaitront quand on 
differentiera par rapport a t, a 011 a done les quanLites B, 
B^, Bo eprouvent aucune variation seculaire 


386 Le numero precedent nous apprend que les variations 
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s^calauescle.B, 

sonl nulles C’esL .u. ceLte cirronstance que s’appuie Biown pour 
deteinnnei le^ acc^leidtions seculaiies 

8v, 5vi, 6^2 

des dne.s moyens raou^ealeals Boui oela lappeloixs la formule du 

,-,0 

= B i / v - 4 - Bi 

S. nous ,egaidons les B, H, v, et v, comme des foncUons de 











V = 

m 

1 



deE, 

el de Ej, il vicndia 







11 

^l-S 

4- B, 

dv\ 

777 

-4- 

Bi 

77 ' 

f->) 

11 


dVy 

dV., 

-H 

Bj 

dit> 

d^i 


11 

B, 

dv\ 

dVui 

-H 

Ba 

f/V2 

d/Ea 


Si nous n^ghgeons el E] el pai cons<5quent B, el B, qui sonl 

lespectiveinent divisibles pai E; el E^, il lesleia 

dH ^ 

_ = B, 

at 

et par consequent 


LesB,Hellesv sonl fonctions non seulemenl des irois constantes 

lunaires E. elE„ mais encoie de deux des ^onslanle. solaues 
a savoii le demi-giand axe a' el l’excenlucu6 E, En vertn dn 
Ih^oreme d’ Adams, H ne conlienl pas dc leimcs en E; et E,, 
sorte qu’en noghgeanl les puissances superieuies de ces quantiles 

0“ ,rT J!U ^’TI 

dH _ ^ ^ ^ = O, 

" dEj dv dEi dv dlij 

el qu'il leste 

.3, 8f™ = ^^8va-;^3B. = o 

(3) ° d'l d\ did 


8f™ = ^8va-:^3B. = o 
° i/v dv did 
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Comme SE, est connu par la theorie des planetes, cette equation 
donaera Sv Nous trou%'eroas ensuite 


(4) 




Nous devons lemarquer, en effet, qii’a ce degr^ d’ approximation 
on a 

Ej SEj = Eg SEg “ 

et, comme B| elanl divisible parE; jiouspouvons 6 criieB, = C(E 7 , 
il vient 

^5) §Bi=Ej 8Gi -i- Cl o( E^ ) = o, 

d’ou, puisque nous ndghgeonsE^, 

8(E?) = o, 

et de m 6 me 8 (E 2 ) = o 

Les dquauons (3) et (4) d^termment les accelerations sdcu- 
laires 8 v, 8 v,, Svj Mais pour cela il faut se servir des expressions 
de V, et de en lonctions de v et de E^, ou, ce qui revient an 
inemCj de celles de c et de ^ en fonctions de m et de E^ 11 fautj 
d’autre part, connaitre 1 ’ expression de H en fonction de v el de E 3 
11 nous suffit de rappeler qu’en vertu du thdor^me d’ Adams, 
quand on ndglige la parallaxe, H n’est autre chose, i un facteur 
constant prfes, que le terme constant du developpemenl trigono- 

ni^trique de i 


387 Avant de pousser plus loin I’approximation en tenant 
compte de E“ et E^, commen?ons par remarquer que nous avons 


( 6 ) 


dN 






d’oili il r^sulte que les equations (3), (4) et ( 6 ) nous donnent en 
premiere approximation 



Cela va nous permettre de passer a la deuxi^me approximation 



accelekations sbculaires 

Reprenons les nolalious du n“ 371 et dcnvons 

H = Ho-t-a Et-l-2 6E5E|-+-cE| = Ho-t-Ht, 
V, = -+- 1^1 E? [J-'i E^, 

vj= >.2 H- (XiE^-h lijEl, 

Bi=pE?, B, = yE! 


Dans la premiere approximation, nous 
leurs premiers termes, Ho, otXj 
Passons a la deuxi^me appioximation 


avons rdduit H, v, et Vj a 
Comme 8(E^) ct' 


sont de Tordre de et E^, nous voyons que 


3H4, 


dH4 


qui sont des polynomes du deuxieme degid en 
S (E®), sont de I’ordre de Ej ou Ej et par suite 
sorte qu’on a 


E^, E^„ 8(E;)2 

negligeables, de 


. dU . ^Ho 


d^Eo 


8v -+- 


d^Eo 

dEz 


SEs 


D’autre pait, 


rt . « fin -4- B, — > 


rfvi 




dv 


d’ou, en nous rappelant que les 8B sont nuls, 


(7) 


dv* ’ 




Comme dans lous les termes du second membre ^ 

facieur Ej ou Ej, nous pourrons dans ce second membre rem- 

placer § et 8 § pai leurs premieres valeurs approcb6es, de sorte 

que I’equttion (7) nous donneia la nouvelle valeur de 8v 


388 Nous avons ensuite, pour les 8v2, 


( 8 ) 


8v2=^‘8v + ^8E,+ ,x2 6(En+(-l8(E*) 


u faudra cel« to.., da..s lo «al»l de f temr oorople de. 

termes [!.££•; -1- p-' E] 
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Pourcalculer§(Ei), nous nous servnons de T^quation (5) et 
nous y ferons 

o,.p, 

NouspourrOBsd'a.\l6a.s, dans cett. foimole rempkce. Sv pat 
sa premiere valeur appioch^e On calculerait §(E-) de la m4me 
mamere 

On peut consid^rer les d6veloppemenls des comme connus, 
et par consequent aussi ceux des p,, ^ On connait egalement 

celui de et par consequent celm de H et ceux de Hp, a, b, c 
Quant a P et k Y, ils nous sont donnas par le theorkme d’ Adams 
du n” 371, d’ou 




act 

■ 77 


7b 

‘ w 


2b ^ 7C 

7s ~ t^i 


On remaiquera que, dans toute cette analyse, les elements 
d’orientation ne jouent aucun r6le, d’oi. il suit immediatement que 
les deplacements seculaircs de I’ediptique ne peuvent exercer 
aucune influence sur I’acceieration seculaire du mouvemenl de la 
Lune, ce qui confirme les lesultats obtenus autrefois pai M Fui- 

II resterait a parler de ce qui conceine les megalites dues k 
I’aplatissementterrestie, en I’absence de nouveaux travaux sur ce 
sujet, je me bornerai k renvoyer le lecteui au Tome III de la Meca- 
niqiie celeste de Tisserand, pages t 44 et suivantes 


fin de la DLUXIfcMh P^UTIE DU TOMh 11 
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reduisant les lois de bien des chercheurs N’est-ce pas 

SJXt «.e A M .4 f0'»= “ 

tion unique, qui , gans doute k inv^enier un mdcanisme 

n’en esl pas ainsi on oarfaito des phfinomfenes 61 ectrosta- 

f,= «"rSy‘r4A“ =. fon p.«- » 5»«»» «» f"™ 

notre choix par sa g^®„,,0g’ D6n6trer le secret de la nature 11 

caracteie aitificiel qui r6pugne Ua raison 
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la possibility de eette explication esl certaine, et 1 on n esl arr^i.y qne par 
la difficulte de clioisir entre loutes les solutions que le probleme comporte. 

Mais comment nous assurons-nous de la conformite des lois ae 1 biec- 
trosiatique et de TElectrodynamique avee les principes de la Dynamique/ 
C’esL par une s^rie de comparaisons; quand nous voudrons analyser un 
phdnomene electrique, nous prendrons un on deux phynomenes mecamques 
bien connus et nous chercherons a mettn'. en evidence leur pariait paralle-- 
lisme. Ge paraliyiisme nous sera ainsi un garant suffisant de la possiDiiite 

d’une explication myeanique. . . 

L’empioi de I’Analyse mathymatique ne servirait qu k montrer que ces 
comparaisons ne sont pas seulement de grossiers rapprochements, mps 
qu’elles se poursuivent jusque dans les details les plus prycis. Les lirnites 
de cet Ouyrage ne me permettront pas d’aller aussi loin, el je devrai me 
borner k une comparaison pour ainsi dire qualitative. 
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